:

:

:

Reescritura con

Restricciones de Reemplazamiento

Salv ador Lucas Alba

Do ctor en Inform´ atica

Mar ´ ıa Alpuen te F rasnedo

Departamento de Sistemas Inforḿ aticos y Computaci´ on

Universidad Polit́ ecnica de Valencia

Memoria presentada para optar al t ´ ıtulo de

Dirigida p or

T ribunal de lectura

Octubre de 1998

Presiden te: Isidro Ramos Salavert U.P . V alencia

Secretario : Mario Ro dr ´ ıguez Artalejo U.C. Madrid

V o cales: Michael Hanus R

WTH Aachen

Marisa Nav arro U. Pa ´ ıs V asco

Rob ert Nieuwenhuis U.P

. Catalunya

Resum en

r estringir

r estric ciones de r e emplazamiento sint´ actic as

r e escritur a sensible al c ontexto

La reescritura de t́ erminos constituye un mecanismo op eracional ´ util para implemen-

tar un buen n ´ umero de sistemas computacionales cuyo mo delo de ejecuci´ on se basa en

reducir una expresi´ on inicial hasta obtener otra expresi´ on con un contenido sem´ antico

bien definido y suficiente para los fines p erseguidos.

Para conseguir este ob jetivo computacional es necesario, en la pr´ actica,

el espacio de reducciones aso ciado a la expresi´ on inicial, filtrando las secuenc ias de

reescritura que no conducen a una forma can´ onica de inteŕ es. Esta optimizaci´ on se

puede realizar intro duciendo vinculadas

a los t́ erminos que participan en las secuenc ias de reducci´ on. En este traba jo formu-

lamos y caracterizamos una forma de c´ omputo que explota este tip o de restricciones

de la reescritura y que denominamos .

Emp ezamos formulando la teor ´ ıa de la reescr itura sensible al contexto y demos-

tramos que conduce a una optimizaci´ on del mecanismo de la reescritura que p ermite

computar una gran v ariedad de formas can´ onicas evitando muchas secuenc ias de re-

ducci´ on no deseables y preserv ando a ´ un la completitud de los c´ alculos. Para mostrar la

viabilidad de esta propuesta, estudiamos las propiedades de terminaci´ on, confluencia

y capacidad de c´ omputo de la reescritura sensible al contexto y formalizamos diversas

estrategias que p ermiten realizar dichos c´ omputos de forma eficiente. Presentamos

algoritmos y t́ ecnicas de transformaci´ on de programas que p ermiten optimizar la re-

laci´ on existente entre la mejora obtenida del comp ortamiento de terminaci´ on de los

programas (al restringir con m´ as severidad los reemplazamientos) y las condiciones a

imp oner para preserv ar la completitud de los c´ omputos.

Finalmente, exploramos tambí en la idea de las restricciones de reemplazamien-

to m´ as all´ a del marco de la reescritura est´ andar, investigando su aplicabilidad en el

camp o del estrechamiento y de la reescritura condicional. Asimismo, presentamos

un marco de descrip ci´ on y an´ alisis de las restricciones de reemplazamiento que p er-

mite emplear los resultados obtenidos para la reescritura sensible al contexto como

aproximaci´ on a las propiedades computacionales de otras clases de restricciones de

reemplazamiento m´ as generales.

Agradecimien tos

Quisiera aprovechar este espacio para hacer presentes algunas de las muchas p ersonas

que, de una forma u otra, han sostenido, con su ap oyo, consejo, presencia o discreto

silencio, el traba jo que hoy se concreta en esta tesis.

Agradezco a Mar ´ ıa Alpuente su ayuda constante, incansable y siempre acertada a

la hora de orientar, corregir y depurar las ideas y esfuerzos vertidos durante estos a ~ nos.

Adem´ as de su ap oyo cient ´ ıfico, le agradezco profundamente su ap oyo p ersonal, desde

el momento en que me brind´ o la op ortunidad de integrarme en el grup o, pasando p or

su ejemplo diario de entusiasmo, seriedad y entrega, y terminando p or la confianza

con que me ha honrado al alentar la realizaci´ on y presentaci´ on de este traba jo.

A Javier Oliver deb o expresarle mi sincera gratitud p or prop onerme el proyecto

fin de carrera del cual surgi´ o la idea central de esta tesis y p or su cercan ´ ıa, simpat ´ ıa

y disp onibilidad p ermanentes.

T ambi ´ en quisiera agradecer a Germ´ an Vidal to do el inteŕ es que se ha tomado

siempre p or ayudarme en aquello que he necesitado, desde el principio de mi llegada

al grup o hasta el presente.

A Mar ´ ıa Joś e Ram ´ ırez le doy las gracias p or su presencia siempre amable, su

ejemplo constante, y p or animarme a profundizar en este tema.

A Michael Hanus le agradezco el hab erme p ermitido completar mi formaci´ on en

el R

WTH Aachen, tanto mediante la creaci´ on de un ambiente de traba jo din´ amico y

f́ ertil como con sus consejos e indicaciones.

A Javier Piris, Asunci´ on Casanov a, Pascual Juli´ an, Vicente Gisb ert, F rank Zart-

mann, T om´ as Ṕ erez y Vicente F uentes les agradezco su entusiasmo y participaci´ on

en distintas discusiones sobre cuestiones relacionadas en mayor o menor medida con

esta investigaci´ on.

En general, a to dos los miem bros del grup o de Extensiones de la Programaci´ on

L´ ogica, del Departamento de Sistemas Inform´ aticos y Computaci´ on de la UPV y de

la Lehr- und F orschungsgebiet f ¨ ur Informatik I I del R

WTH Aachen, p or hab er con-

tribuido a crear un ambiente humano y cient ´ ıfico adecuado.

iii

No quisiera dejar pasar esta o casi´ on sin agradecer a mi familia, y en esp ecial a mi

madre, to do el cari ~ no, comprensi´ on y afecto con que han sembrado mi vida, no s´ olo

durante los a ~ nos de traba jo en esta tesis sino, mucho m´ as imp ortante, durante to do

el tiemp o que hemos pasado juntos. En particular, quiero agradecer a mi hermano

T oni, con quien tantas vivencias he compartido, su ejemplo de honestidad intelectual

y cient ´ ıfica y su entusiasmo sin tregua. T ambi ´ en a Amparo, Jero, Cristina, Juan y

Alb erto p or participar en esas discusiones a las que somos tan aficionados y donde la

vida, y no s´ olo las ideas, es lo m´ as imp ortante.

Por ´ ultimo, a mi esp osa Sandra le deb o mucho m´ as que agradecimiento y mucho

menos p or esta tesis que p or estar siempre a mi lado, con to das las consecuenc ias, en

to do aquello que es imp ortante para m ´ ı. Esp ero sab er corresp onderte siempre as ´ ı.

iv

A Sandra,

a Paula,

a mis padres,

a mis hermanos,

a mi familia.

Si 51, 13-14

v

Siendo joven a ´ un, antes de ir p or el mundo,

me di a busc ar abiertamente la sabidur ´ ıa en mi or aci´ on.

A la puerta delante del templo la p e d ´ ı

y hasta mi ´ ultimo d ´ ıa la andaŕ e busc ando.

´

Indice General

1 Intro ducci´ on 1

2 Preliminares 15

. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

1.1 Restricciones de reemplazamiento sint´ acticas 3

1.2 Ob jetivo y estructur a de la tesis 8

2.1 Definiciones de car´ acter general 15

2.1.1 F unciones y tuplas 16

2.1.2 Relaciones binarias 17

2.1.3 Secuencias infinitas 18

2.1.4 Conjuntos ordenados 19

2.2 Signaturas y t́ erminos 20

2.2.1 Ocurrencias 21

2.2.2 Sustituciones 22

2.2.3 T́ erminos y o currencias 22

2.3 Sistemas de reescr itura 24

2.3.1 Clases de sistemas de reescritura 26

2.3.2 F ormas can´ onicas en reescritura 27

2.3.3 Multideriv aciones 28

2.3.4 Reescritura infinita 29

2.3.5 T erminaci´ on y confluencia 30

2.4 Estrategias de reescritura 31

2.4.1 Estrategias de reducci´ on infinita 34

2.5 Reducciones necesarias 35

2.5.1 Ω-reducci´ on 37

2.5.2 Aproximaci´ on de formas estables 38

2.5.3

´

Indices fuertemente secuenciales 40

2.5.4 Sistemas fuertemente secuenciales 41

vii μ

R R rsc

rsc

3 La reescritura sensible al contexto 45

4 Reescritura y 65

5 T erminaci´ on 83

6 Confluencia 105

7 Estrategias sensibles al contexto 121

I Propiedades computacionales b´ asicas de la reescritura sen-

sible al con texto 43

I I Estrategias de reducci´ on sensible al con texto 119

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.1 Restricciones de reemplazamiento 45

3.2 Propiedades de las restricciones 49

3.2.1 Restricciones y reducci´ on 52

3.3 Reescritura sensible al contexto 52

3.4 Algunos ejemplos de aplicaci´ on 56

3.5 T raba jos relacionados 60

4.1 Restricciones en el pro ceso de reescritura 65

4.2 Reescritura sensible al contexto y reescritura 70

4.3 Caracterizaci´ on de las formas -normales 77

4.4 T raba jos relacionados 81

5.1 An´ alisis de -terminaci´ on 84

5.2 La transformaci´ on contractiv a 86

5.3 Contracci´ on de sistemas de reescritura 89

5.4 -terminaci´ on y -contracci´ on 92

5.5 Demostraci´ on de la -terminaci´ on 94

5.6 T raba jos relacionados 97

5.7 Ω-reducci´ on con y 98

5.7.1 Aplicaci´ on a la Ω-reducci´ on 101

6.1 Condiciones sint´ acticas b´ asicas de -confluencia 106

6.2 Confluencia lo cal 109

6.3 Confluencia fuerte 111

6.4 -confluencia 115

6.5 T raba jos relacionados 116

7.1 Concepto de estrategia sensible al contexto 122

7.2 C´ omputos necesarios para estabilizaci´ on y 124

7.3

´

Indices y estabilizaci´ on 127

viii

V sc

Strictness rsc

I I I F ormas can´ onicas y reescritura sensible al con texto 185

8 Estrategias geń ericas 143

9 Implementaci´ on 163

10 Ejemplos de aplicaci´ on 173

11 V alores y formas estables constructoras 187 μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

μ

. . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

7.4 -estrategias y reducci´ on de ´ ındices 133

7.5 -estrategias de reducci´ on de ´ ındices 137

7.6 T raba jos relacionados 141

8.1 Concepto de estrategia geń erica 144

8.1.1 Definici´ on de estrategias geń ericas 146

8.1.2 Estrategias geń ericas sensibles al contexto 149

8.2 Secuencialidad fuerte y contracci´ on de SR

Ts 151

8.2.1 -contracci´ on de SR

TEs y decidibilidad de la secuencialidad fuerte 153

8.2.2 Extensi´ on de clases de SR

Ts fuertemente secuenc iales 155

8.2.3 Estrategias inducidas 158

8.3 T raba jos relacionados 161

9.1 Implementaci´ on de estrategias de reescr itura 163

9.2 Index trees 166

9.3 Implementaci´ on de -estrategias inducidas 167

9.4 T raba jos relacionados 171

10.1 Extensi´ on de los SR

Ts normales p or la izquierda 173

10.1.1 Caracterizaci´ on sint´ actica 174

10.1.2 La estrategia inducida 175

10.2 Extensi´ on de los SR

Ts b´ asicos 177

10.2.1 Caracterizaci´ on sint´ actica 177

10.2.2 La estrategia inducida 178

10.3 SR

Ts forward-branching 180

10.4 T raba jos relacionados 182

11.1 Obtenci´ on directa de v alores 188

11.1.1 y completitud de los c´ omputos con 191

11.2 Ev aluaci´ on eficiente p or transformaci´ on 192

11.3 S ´ ımb olos internos y externos 195

11.4 Aproximaci´ on de s ´ ımb olos definidos externos 197

11.5 Correcci´ on de la aproximaci´ on 202

11.6 La transformaci´ on 205

ix

IV Extensiones. Restricciones de reemplazamien to genera-

les 235

12 F ormas normales y estabilizací on 219

13 F ormas normales infinitas 231

14 Extensiones 237

15 Restricciones de reemplazamien to generales 251

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

μ . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

. . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . .

. . . . . . . . . . . .

11.7 Correcci´ on y completitud 211

11.8 T raba jos relacionados 217

12.1 Estabilizaci´ on y normalizaci´ on directa 219

12.2 El problema de la normalizaci´ on 222

12.3 F ormas normales y formas -normales 223

12.4 Algoritmos de normalizaci´ on 225

12.5 T raba jos relacionados 229

13.1 Normalizaci´ on infinita 232

13.2 Estrategias de normalizaci´ on infinita 233

13.3 T raba jos relacionados 234

14.1 Estrechamiento 237

14.1.1 Estrechamiento sensible al contexto 238

14.1.2 Resoluci´ on de ecuaciones 240

14.2 SR

Ts condicionales 242

14.2.1 Reescritura condicional sensible al contexto 245

14.3 T raba jos relacionados 249

15.1 Restricciones de reemplazamiento en reescr itura 252

15.2 Descrip ci´ on de restricciones de reemplazamiento 253

15.2.1 Justificaci´ on de las propiedades b´ asicas escogidas 253

15.2.2 Relaciones fundamentales entre las propiedades b´ asicas 256

15.3 Marco algebraico 258

15.3.1 Preserv aci´ on de las propiedades b´ asicas 258

15.3.2 Aproximaci´ on de restricciones de reemplazamiento 259

15.3.3 Aproximaci´ on de restricciones de reemplazamiento mediante

restricciones sensibles al contexto 261

15.3.4 Caracterizaci´ on axiom´ atica de las restricciones sensibles al con-

texto 263

15.3.5 Descomp osici´ on de restricciones de reemplazamiento 264

15.3.6 Un dominio de aproximaci´ on m´ as preciso 267

x

. . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . .

Conclusiones y traba jo futuro 283

Bibliograf ´ ıa 287

´

Indice de materias 305 xi

15.3.7 M´ as op eraciones sobre restricciones de reemplazamiento 269

15.4 Propiedades de la reescritura restringida 275

15.4.1 Completitud de la reescritura restringida 276

15.4.2 Confluencia de la reescritura restringida 278

Cap ´ ıtulo 1

In tro ducci´ on

narr owing

matching

r e ducir

La reescritura de t́ erminos [DJ90, Klo92] es un principio op eracional est´ andar para

la definici´ on de los lengua jes funcionales [FH88, PE93, Pey87, Rea93], algebrai-

cos [BKLOS93, EM85, GTW78] y ecuacionales [HO82b, O’D85, O’D87, O’D95]. La

reescritura es imp ortante tambí en para la definici´ on de los mecanismos deductivos

que se utilizan para la demostraci´ on autom´ atica de teoremas en teor ´ ıas ecuaciona-

les [BD94, Jou94, Pla94, Rus86]. En el ´ area de la programaci´ on l´ ogica, algunas

propiedades de los programas l´ ogicos son susceptibles de examen mediante la aso cia-

ci´ on de un sistema de reescritura de t́ erminos a ´ estos y su p osterior caracterizaci´ on

op eracional. En particular, su terminaci´ on o el car´ acter determinista de los c´ ompu-

tos [GW92

, KKS91, Mar94]. El estrechamiento ( ), es una extensi´ on de la

reescritura (donde la unificaci´ on sustituye al emparejamiento ( ) como meca-

nismo de paso de par´ ametros) que se usa para la resoluci´ on autom´ atica de teoremas

ecuacionales [F ay79

, Sla74]. El estrechamiento (a veces con pasos de reescr itura pura

intercalados) [F ri85

, Han97, H¨ ol89, Hul80, Red85] y la residuaci´ on (una combinaci´ on

de la reescritura con pasos de instanciaci´ on de v ariables situadas sobre los comp o-

nentes puramente l´ ogicos del ob jetivo a ev aluar) [ALN87, Han95, Llo98] se utilizan

tambí en como mecanismos op eracionales para la implementaci´ on de algunos lengua-

jes declarativos multiparadigm a: los lengua jes l´ ogico-funcionales, que combinan en

un solo marco integrado las caracter ´ ısticas m´ as p otentes de la programaci´ on l´ ogica y

funcional [DP88, Han94, Han95c, MR92, Red95, Red85, Ro d95].

Los programas que se ejecutan en estos sistemas computacionales suelen descri-

birse como Sistemas de Reescritura de T́ erminos (SR

Ts) [DJ90, Klo92], p osiblemente

condicionales [BK86, DO90, DOS88, Kap84]. La ejecuci´ on de los programas consiste

en las expresiones de entrada hasta obtener una expresi´ on p ertenec iente a

una determinada ‘familia’ de expresiones can´ onicas. Ejemplos de familias de expre-

1 t

1

2

1

2

CAP ´ ıTULO 1. INTRODUCCI

´

ON

r estric ci´ on

estr ate gias de r e escritur a

sint´ actic as

t́ erminos

forma estable forma fuertemente estable

he ad-normal form str ong he ad-normal form

evaluaci´ on

c onstructor es

Empleamos la terminolog ´ ıa y como traducci´ on de las

expresiones inglesas y , resp ectiv amente. B´ asicamen te,

se dice que un t́ ermino es estable si no puede ser transformado en un redex mediante reducciones

en el sistema de reescritura considerado. De forma an´ aloga, diremos que es fuertemen te estable si

no puede ser transformado en un redex mediante reducciones realizadas con sistemas de reescritura

cuyas reglas tengan las mismas partes izquierdas que el sistema considerado.

En general, emplearemos la palabra para referirnos al pro ceso de reducciones sucesiv as

que, aplicado sobre una expresi´ on inicial, tiene como ob jetivo la obtenci´ on de una forma can´ onica

de cualquier tip o. En programací on funcional, este vo cablo adquiere un significado m´ as preciso

relacionado con la obtenci´ on de v alores, es decir, t́ erminos constituidos ´ unicamen te p or s ´ ımb olos

, que representan los elementos del dominio aso ciado al tip o de datos al que p ertenece

la expresi´ on inicial.

2

siones can´ onicas son las formas estables (constructoras o no), fuertemente estables ,

v alores finitos o infinitos, formas normales finitas o infinitas, etc. T o das ellas des-

emp e ~ nan un pap el decisivo en alg ´ un momento del pro ceso de c´ alculo aso ciado a una

expresi´ on inicial dada, bien sea como ob jetivo final de la computaci´ on (caso de los

v alores y las formas normales, tanto finitas como infinitas) o como formas interme-

dias de dicho c´ omputo (en el caso de las formas estables y las fuertemente estables)

[FH88, KOV96, KPRRS92, PE93, O’D95, Str89].

Dado que el espacio de reducciones aso ciado a la ev aluaci´ on de una expresi´ on pue-

de contener muchas secuencias de reducci´ on in ´ utiles (que no culminen en una forma

can´ onica de inteŕ es) o incluso p eligrosas (como las secuencias de reducci´ on infinitas

o las que efect ´ uan pasos de reducci´ on que no contribuyen a obtener una expresi´ on

can´ onica), es de gran inteŕ es imp oner alguna a la relaci´ on de reescritu-

ra aso ciada que pueda evitar secuencias de reducci´ on no deseadas, sin arriesgar la

completitud. Dep endiendo de la aplicaci´ on considerada, las secuenc ias de reducci´ on

‘deseables’ (o significativ as) deb er´ an obtener alguna de las formas can´ onicas anterior-

mente enumeradas (relativ as al SR

T considerado). Por tanto, la restricci´ on deb er´ a ser

lo suficientemente fuerte como para eliminar secuencias in ´ utiles o p eligrosas (p or ejem-

plo, no terminantes) p ero no tanto que evite realizar c´ omputos ´ utiles para los fines

previstos, es decir, capaces de obtener las formas can´ onicas deseadas.

Una es un ejemplo t ´ ıpico de restricci´ on de la relaci´ on de

reescritura. Por lo general, las estrategias de reescr itura son deterministas [AM96,

Klo92], es decir: dado un t́ ermino , s´ olo existe una p osibilidad de transformaci´ on ele-

mental para dicho t́ ermino. En general, una relaci´ on de reducci´ on admite v arias v ´ ıas

de transformaci´ on elemental que, ba jo ciertas circunstancias, pueden hacerse conver-

ger a una ´ unica forma can´ onica en caso de que dicho comp ortamiento (determinista)

sea el deseado.

En el siguiente apartado, revisamos las aproximaciones basadas en las restricciones

de reemplazamiento , es decir, aqú ellas que est´ an aso ciadas fundamental-

mente a los que intervienen en el pro ceso de reescritura y que son, p or tanto,

esencialmente indep endientes (para su definici´ on) del programa considerado. En este

≤ ≤

1

1

1 k

k

i

k f t , . . . , t

t , . . . , t

f

t i k

f

t , . . . , t

1.1 Restricciones de reemplazamien to sin t´ acticas

1.1. RESTRICCIONES DE REEMPLAZAMIENTO SINT

´

ACTICAS

r e escritur a sensible al c ontexto rsc

vor az estricta p er ezosa

no estricta vor az

p er ezosa

3

sentido, difieren de las restricciones intro ducidas mediante estrategias de reescr itura

que dep enden del SR

T concreto que se est́ e considerando.

T omaremos como base para el estudio de la teor ´ ıa de las restricciones de reemplaza-

miento sint´ acticas una restricci´ on de reemplazamiento particular, la que denominamos

( ). Para motiv ar este concepto y enmarcarlo en un

contexto computacional cono cido, consideremos la ev aluaci´ on de una llamada a fun-

ci´ on ( ) en un lengua je funcional geń erico. Es habitual distinguir dos mo dos

fundamentales de realizar la ev aluaci´ on: (impaciente o ) y (o

) [FH88, PE93, Rea93]. Una ev aluaci´ on fuerza la ev aluaci´ on de to dos

los argumentos antes de pro ceder a ev aluar la llamada a la funci´ on m´ as

externa sobre los argumentos ya ev aluados. Por otra parte, una ev aluaci´ on

s´ olo ev aluar´ a aquellos argumentos , 1 , cuya transformaci´ on sea necesaria

para p o der efectuar la llamada a la funci´ on . La elecci´ on de una u otra mo dalidad

condiciona decisiv amente el comp ortamiento de los c´ omputos: una ev aluaci´ on voraz

no ser´ a capaz de completar la ev aluaci´ on de una llamada a funci´ on si la ev aluaci´ on

de alguno de los argumentos no termina. En cambio, la ev aluaci´ on p erezosa

obtendr´ a el v alor de la llamada a funci´ on siempre que exista, incluso si alguno de los

argumentos no pudiera ser ev aluado completamente. Sin embargo, la implementa-

ci´ on de esta ´ ultima mo dalidad de ev aluaci´ on consume m´ as recursos computacionales

(espaciales y temp orales) que la implementaci´ on de ev aluaciones voraces, que suele

ser m´ as simple [Pey87]. Adem´ as, las estrategias p erezosas plantean un problema m´ as

profundo: el de la definici´ on precisa de qú e se entiende p or “argumento que necesita

ser ev aluado” y

, una vez definido esto, el problema de caracterizar en qú e casos (para

qú e programas y expresiones) es p osible decidir si un argumento necesita ser ev aluado

o no. Esta cuesti´ on no es trivial y ha suscitado un gran esfuerzo de investigaci´ on en

el camp o de la reescritura como t́ ecnica de implementaci´ on de los distintos mo de-

los de la programaci´ on funcional o ecuacional [Ant92, Com95

, DM97, HL91, Jac96,

Ken89, KM91, O’D77, O’D85, Oya93, SR93, Tha87, TSEP93]. Se deb e observ ar que

la ev aluaci´ on voraz est´ a libre de este problema puesto que, sin m´ as consideraciones,

decidimos ev aluar to dos los argumentos de una llamada a funci´ on. Como consecuen-

cia de esta dicotom ´ ıa, se ha estudiado la p osibilidad de combinar ambas mo dalidades

de ev aluaci´ on empleando, p or ejemplo, una estrategia p erezosa b´ asica que puede ser

mo dificada eventualmente intercalando pasos de ev aluaci´ on impaciente de ciertos ar-

gumentos hasta alguna forma estable o normal [Bur91, Myc80, MN92, SPR90].

La reescr itura sensible al contexto p ermite formalizar el compromiso entre estas dos

′

′

→ P

⊆ { }

→

→

{ }

R

→ →

→ →

{ }

→ →

→ → · · ·

Ejemplo 1.1.1

Ejemplo 1.1.2

´

´

μ

μ f , . . . , k

k

f

cond exp exp

exp

exp cond

μ μ

μ μ μ μ ,

μ if

if(true,x,y) x

if(false,x,y) y

if( , , )

if

zero 0 first(0,x) []

from(x) x::from(s(x)) first(s(x),y::z) y::first(x,z)

s :: from first

first(zero

       ,from(0)) first(0,from(0)) []

first(zero,from(0)

           ) first(zero,0::from(s(0))

)

::

b´ asic o simb´ olic o

funci´ on de r e emplazamiento

pue den obliga

Consider emos la funci´ on c ondicional definida me diante las si-

guientes r e glas:

Dada una l lamada a funci´ on:

es clar o que, en el c aso gener al, no tiene ning ´ un inteŕ es evaluar las expr esiones o

mientr as no se c onozc a el r esultado de evaluar la c ondici´ on . Por tanto, es

r azonable pr ohibir las r e duc ciones sobr e el se gundo y el ter c er ar gumento, fomentando

as ´ ı la evaluaci´ on del primer o. Esta de cisi´ on pue de expr esarse definiendo una funci´ on

de r e emplazamiento que satisfaga .

estructur al

r elaci´ on

Consider emos el SR T :

Definimos y , lo cual p osibilita

r e alizar la siguiente derivaci´ on (donde los r e dexes r e ducidos en c ada p aso ap ar e c en

subr ayados):

De esta maner a, la siguiente derivaci´ on infinita (y c ar ente de signific ado):

no pue de l le gar a c onstruirse, en virtud de que (r elevante p ar a evitar el

se gundo p aso).

4

mo dalidades de ev aluaci´ on. La restricci´ on de reemplazamiento empleada en la re-

escritura sensible al contexto se define inductiv amente en dos etapas: en un primer

nivel ( o puramente ) la restricci´ on de reemplazamiento se circunscrib e

a los s ´ ımb olos de la signatura Σ mediante una funci´ on : Σ (I

N), llamada la

, que fija las p osiciones argumentales ( ) 1

que reducirse (aunque no a ello) en cualquier llamada a la funci´ on -aria

denotada p or el s ´ ımb olo .

( ) = 1

En un segundo nivel, que llamam os , las restricciones sobre los argumentos

de los s ´ ımb olos de la signatura se extienden de forma inductiv a a o currencias de los

t́ erminos construidos con estos s ´ ımb olos. Al imp oner estas restricciones de reempla-

zamiento obtenemos una restricci´ on de la reescritura que denominamos reescritura

sensible al contexto y que es una sobre la cu´ al to dav ´ ıa es p osible definir

refinamientos adicionales (p osiblemente deterministas, es decir, estrategias).

( ) = ( ) = ( ) = Ø ( ) = 1 2

( ) = Ø

3

3

1 i

k

i

::

                                                                                                       ::

::

μ

t

f t , . . . , t

t

i f

Algunos preceden tes

´

Los vo cablos ingleses cuya traducci´ on castellana resulte forzada se dejar´ an sin traducir y en

cursiv a.

Lisp

Lisp

c ons

sint´ actic a

strictness

str e ams

p er ezosos anotaciones de strictness

anotaciones glob ales

Una estr ate gia p er ezosa indic a si un determinado ar gumento de una

l lamada a funci´ on deb e ser evaluado. Sin emb ar go, no se-

guir emos esta r e gla, y evaluar emos hasta obtener una forma normal (o

estable), si el -´ esimo ar gumento ap ar e c e en el p erfil de .

strictness

strictness

5

El empleo de restricciones de reemplazamiento sint´ acticas en programaci´ on se re-

monta, m´ as de veinte a ~ nos atr´ as [FW76, HM76], a las investigaciones orientadas a

la obtenci´ on de implementaciones completas (es decir, libres de ṕ erdidas computa-

cionales debidas a ejecuciones no terminantes) del lengua je de programaci´ on

[McC60, McC78, WH89]. Dado el pap el esencial que el pro cesamiento de listas des-

emp e ~ na en el contexto del lengua je , los autores de aquellos traba jos pioneros

estudiaron implementaciones del lengua je en las que el op erador de construcci´ on de

listas (‘ ’ en esta memoria) no ev aluaba sus argumentos [FW76

, HM76]. Dado

que el s ´ ımb olo ‘ ’ no est´ a ligado a ning ´ un programa concreto sino m´ as bien al tip o

de datos ‘lista’, esta forma de establecer la restricci´ on puede calificarse de

en el sentido mencionado anteriormente. Esto es similar a imp oner ( ) = Ø. Un

refinamiento de esta idea puede encontrarse en [HW87], donde los autores estudian la

diseminaci´ on de anotaciones sint´ acticas sobre tuplas o listas, que pueden servir tam-

bí en para representar los blo ques de par´ ametros pasados a una funci´ on. Sin embargo,

el ob jetivo fundamental del traba jo era represe ntar patrones de aplica-

bles a (listas p osiblemente infinitas) que p ermitieran representar mo dos de

ev aluaci´ on que combinaran los estilos p erezoso y voraz de forma m´ as flexible.

Las restricciones sint´ acticas de reemplazamiento tambí en se han utilizado en la

implementaci´ on de otros lengua jes de programaci´ on. En el contexto de los lengua-

jes funcionales ( ), se han empleado las llamadas

[Pey87, PE93] (denominadas en [PE93]) para intro ducir cambios

lo cales de la estrategia p erezosa subyacente con el fin de obtener una ejecuci´ on m´ as

eficiente [Ben92, Bur87, Bur91, MN92, Myc80]. El esquema t ´ ıpico de utilizaci´ on de

estas anotaciones puede esb ozarse como sigue [PE93]:

( )

anotado

Las anotaciones de desemp e ~ nan un pap el secundario en el mecanismo de

ejecuci´ on, dado que se asume la existencia de una estrategia subyacente que marca la

secuencia de ev aluaci´ on fundamental. Las anotaciones p ermiten desviarse, eventual-

mente, de dicha secuencia b´ asica.

Las anotaciones de para los programas se obtienen mediante alg ´ un tip o

de an´ alisis est´ atico. Y a que este tip o de an´ alisis suele involucrar el c´ alculo de puntos

fijos de funciones deriv adas a partir del programa analizado [CP85, Myc80, W ad87 ], k 1 f t , . . . , t k

f

´

´

strictness

anota-

ciones sint´ actic as

rsc

rsc

en s ´ ı mismas

6

dichos an´ alisis son costosos, p ero aseguran que desviarse de la estrategia p erezosa b´ asi-

ca (cuyo car´ acter normalizante est´ a garantizado) no sup one riesgo de incompletitud

p orque los an´ alisis de est´ an basados en la sem´ antica del lengua je funcional.

Por tanto, la mo dificaci´ on de la estrategia no altera el comp ortamiento de terminaci´ on

del programa. A veces, se acepta (aunque con reparos) que el programador decida

c´ omo establecer las anotaciones del programa. Sin embargo, en este caso no hay for-

ma de prever qú e clase de mo dificaciones en el comp ortamiento intro ducir´ an dichas

anotaciones.

Algunos lengua jes algebraicos, tales como OBJ2 [FGJM85], OBJ3 [GWMFJ93]

o CafeOBJ [FN97], admiten la esp ecificaci´ on de “estrategias lo cales” aso ciadas a los

s ´ ımb olos de funci´ on. Dichas estrategias lo cales se esp ecifican como listas de n ´ umeros

naturales y sirven para guiar la estrategia de ev aluaci´ on: al considerar una llamada

a funci´ on ( ), s´ olo se ev al ´ uan los argumentos cuyos ´ ındices, entre 1 y ,

figuran en la lista aso ciada al s ´ ımb olo . Adem´ as, esto se hace de acuerdo con el

orden esp ecificado en la lista de argumentos.

T ambí en en la reescritura de t́ erminos se han utilizado restricciones sint´ acticas de

reemplazamiento sobre los s ´ ımb olos de la signatura ba jo la denominaci´ on de

[EP87, KW95, Mar90]. Dichas anotaciones han servido para definir

restricciones de la reescritura que p ermiten realizar reducciones p erezosas emplean-

do mo dos de reducci´ on voraces, mediante t́ ecnicas de transformaci´ on de programas

[KW95], y para implementar reducciones p erezosas ´ optimas que evitan contraer v a-

rias veces un mismo redex, empleando aqu ´ ı t́ ecnicas de reducci´ on de grafos [Mar90].

En [OF97], se prop one una implementaci´ on basada en la reescr itura de la estrategia

de ev aluaci´ on empleada en los lengua jes OBJ y CafeOBJ. Estos tip os de restric-

ciones est´ an muy relacionados con la . En cap ´ ıtulos p osteriores realizamos una

presentaci´ on m´ as detallada de las t́ ecnicas empleadas en estos traba jos junto con una

comparaci´ on de ´ estas con nuestra propuesta. En [EP87] se presenta una t́ ecnica para

diseminar anotaciones sint´ acticas en los subt́ erminos constituyentes de las reglas del

SR T como un medio para definir estrategias de reducci´ on. No obstante, la sem´ antica

de la estrategia deseada deb e ser esp ecificada mediante algunas reglas adicionales.

Por tanto, el programa ejecutado no es el original sino un programa transformado

obtenido a partir del inicial, lo cual aleja esta meto dolog ´ ıa de la que formalizamos en

este traba jo.

Si comparamos el tratamiento de las anotaciones sint´ acticas en el marco de la con

el empleo de ´ estas en la programaci´ on funcional, p o dr ´ ıa decirse que nuestra aproxima-

ci´ on al problema es la opuesta. La reescritura sensible al contexto puede considerarse

como una mecanizaci´ on de las anotaciones sint´ acticas . Al contrario

de lo que sucede en la programaci´ on funcional, no asumimos ning ´ un mecanismo de

∉ i f

i μ f

´

no pue de

pue de

deb e pue de

strictness

strictness

strictness no

rsc

strictness

rsc

rsc

es-

tr e chamiento

strictness

7

ev aluaci´ on preexistente. Por tanto, cuando un argumento de una funci´ on no

est´ a anotado (es decir, ( )), simplemente ser reducido, mientras que

un argumento anotado (o no) ser reducido. Esto difiere sustancialmente de la

sem´ antica usual de las anotaciones en programaci´ on funcional: un argumento anotado

ser reducido (en alguna medida). Un argumento no anotado ser reducido

o no.

Hemos analizado las cualidades computacionales de esta forma simple de restringir

el espacio de b ´ usqueda de la reescritura: la terminaci´ on, la confluencia, la completitud

de los c´ omputos, la definici´ on de estrategias, etc. Adem´ as, nuestros ḿ eto dos no

dep enden de la pro cedencia de las anotaciones: an´ alisis de , indicaciones

del programador o cualquier otra fuente. T al como demostraremos m´ as adelante, las

anotaciones influyen sobre las propiedades de la reescr itura restringida resultante y

nuestros an´ alisis p ermiten establecer la utilidad de ´ esta en los c´ omputos que obtienen

formas estables o formas normales infinitas, mientras que las anotaciones basadas

en informaci´ on de no tienen utilidad evidente en estos casos. Es m´ as,

demostraremos que establecer la funci´ on de reemplazamiento de acuerdo ( ´ unicamente)

con la informaci´ on de pro cedente del an´ alisis del programa garantiza la

completitud de los c´ omputos mediante la , ni siquiera para obtener formas estables.

Por tanto, prop orcionamos ḿ eto dos para fijar de forma autom´ atica las restricciones

de reemplazamiento para un SR

T dado sin necesidad de servirnos de los an´ alisis de

. Los resultados que ofrecemos est´ an parametrizados en funci´ on del grado

de restricci´ on indicado p or la funci´ on de reemplazamiento, de manera que es p osible

determinar qú e puede esp erars e para cada funci´ on de reemplazamiento que se pueda

utilizar.

Por lo que resp ect a a las p osibles extensiones de la a otros formalismos basa-

dos en la reescritura, presentaremos algunos resultados sobre el uso de restricciones

de reemplazamiento en sistemas de reescr itura condicionales [BK86, DO90, DOS88,

Kap84]. F erreira y Rib eiro han extendido la al ´ ambito de la reescr itura m´ odulo

teor ´ ıas con s ´ ımb olos aso ciativos y conmutativos (teor ´ ıas AC) [FR98].

Una propuesta original de nuestro traba jo es la utilizaci´ on de las restricciones

sint´ acticas de reemplazamiento en extensiones de la reescr itura tales como el

[Hul80, Sla74]. Puesto que el estrechamiento constituye el principio

op eracional utilizado con mayor frecuencia para implementar los lengua jes l´ ogico-

funcionales [AEH94, F ri85, Han94, MR92, Red85], las anotaciones sint´ acticas pueden

ser utilizadas con venta ja en las implementaciones de estos lengua jes basadas en el

estrechamiento. Por lo que sab emos, ´ este es el primer an´ alisis sobre el uso sistem´ atico

de las anotaciones sint´ acticas en un lengua je de programaci´ on l´ ogico-funcional inte-

grado. Hasta el momento, las anotaciones de no han sido empleadas en los

lengua jes l´ ogico-funcionales puesto que to dav ´ ıa no existe ninguna no ci´ on adecuada

Organizaci´ on de la memoria

´

´

1.2 Ob jetiv o y estructura de la tesis

Propiedades computacionales b´ asicas de la reescritura sensible al contexto strictness

rsc pr opie dades

c omputacionales b´ asic as

estr ate gia de r e duc ci´ on sensible al c ontexto

rsc

formas c an´ onic as rsc

extensi´ on rsc

8

de que sea aplicable a la mo dificaci´ on del cambio de estrategia de ejecuci´ on

de los lengua jes l´ ogico-funcionales (ver [Lin88

, MKMWH93]).

En esta tesis nos prop onemos demostrar que la consideraci´ on de las restricciones

sint´ acticas de reemplazamiento en reescritura y estrechamiento resulta ´ util y venta josa

p or cuanto es p osible emplear sistem´ aticamente la reescritura sensible al contexto en

lugar de la reescritura est´ andar (no restringida) para mejorar el comp ortamiento de

terminaci´ on de los programas, sin p erder p or ello la p osibilidad de computar las

formas can´ onicas y respuestas normalmente deseadas.

El Cap ´ ıtulo 2 intro duce las no ciones y definiciones est´ andar empleadas a lo largo de

la tesis. El resto del material de la tesis se estructura en cuatro partes:

1. Definici´ on de la y formalizaci´ on de los ḿ eto dos de an´ alisis de sus

(terminaci´ on y confluencia).

2. Definici´ on del concepto de y estudio

de sus propiedades e implementaci´ on.

3. An´ alisis de la capacidad de la para realizar c´ omputos significativos y de las

condiciones para obtener distintas mediante la .

4. Propuesta de de la al estrechamiento y al ´ ambito de los sistemas

de reescritura condicionales; definici´ on de un marco general para describir y

analizar restricciones de reemplazamiento sint´ acticas basadas directamente en

la estructur a de los t́ erminos, sin aso ciar restricciones fijas a los s ´ ımb olos de la

signatura.

A continuaci´ on resumimos el contenido de los cap ´ ıtulos que integran estas partes.

El Cap ´ ıtulo 3 formaliza el concepto de funci´ on de reemplazamiento para una signa-

tura, la no ci´ on de o currencia reemplazante de un t́ ermino y

, finalmente, la relaci´ on

de reescritura sensible al contexto. Se establecen las propiedades fundamentales de

las restricciones cuyo cono cimiento es necesario para desarrollar los an´ alisis de las

propiedades computacionales b´ asicas en los cap ´ ıtulos p osteriores. Se describ en con μ

μ

μ

μ

μ

1.2. OBJETIVO Y ESTRUCTURA DE LA TESIS

Estrategias de reducci´ on sensible al contexto rsc

rsc

rsc

c an´ onic a rsc

demostr ar

rsc

rsc

c ondiciones sint´ actic as

estr ate gia

´ ındic e

9

m´ as detalle algunas propuestas similares a la con el fin de facilitar las compara-

ciones p osteriores. Parte del material englobado en este cap ´ ıtulo ha sido publicado

en [Luc95, Luc98].

El Cap ´ ıtulo 4 estudia la conexi´ on entre la reescritura est´ andar y la . El pro-

blema planteado puede formularse como sigue: ¿hasta qú e punto es p osible obtener

(o aproximar) mediante la un t́ ermino que es computable mediante la reescr itura

no restringida?. El an´ alisis realizado llev a a la definici´ on de la llamada funci´ on de

reemplazamiento , que condiciona la mayor parte de las propiedades de la

relacionadas con su capacidad de emular c´ omputos realizados mediante reescritura no

restringida. Se analiza la relaci´ on entre las formas -normales (t́ erminos sobre los

cuales no es p osible realizar pasos de reducci´ on sensible al contexto ba jo una funci´ on

de reemplazamiento ). Se establecen condiciones para asegurar que dichas formas

-normales son t́ erminos (fuertemente) estables. Parte del material contenido en este

cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc96, Luc98].

Una caracter ´ ıstica com ´ un a to das las restricciones de la reescritura es que son

p otencialmente capaces de mejorar las caracter ´ ısticas de terminaci´ on de los programas

ejecutados mediante dicha restricci´ on. En el caso de la reescr itura sensible al contexto,

es p osible definir ḿ eto dos que, en o casiones, p ermiten formalmente la

terminaci´ on de to da secuenc ia de ev aluaci´ on realizada ba jo el control de una funci´ on

de reemplazamiento determinada. El Cap ´ ıtulo 5 prop orciona un ḿ eto do general para

demostrar esta propiedad. Parte del material contenido en este cap ´ ıtulo ha sido

publicado en [Luc96b]. T ambi ´ en se comentan algunas de las t́ ecnicas desarrolladas

p or H. Zantema para demostrar la terminaci´ on de la [Zan97].

El an´ alisis de la confluencia de una relaci´ on de reducci´ on es imp ortante, puesto

que asegura el car´ acter funcional (determinista) de los c´ omputos realizados. Cuando

la relaci´ on de reducci´ on se define a partir de un SR

T, como es el caso de la ,

resulta interesante establecer (es decir, basadas en la forma

de las reglas de reescritura y no en la propia relaci´ on de reducci´ on) para determinar

la confluencia de la relaci´ on inducida p or ´ este. El Cap ´ ıtulo 6 ofrece una serie de

condiciones sint´ acticas para garantizar la confluencia de la relaci´ on sensible al contexto

para un SR

T y una funci´ on de reemplazamiento dadas. Parte del material contenido

en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc96, Luc98].

Dada una funci´ on de reemplazamiento , la elecci´ on de una (sensible al

contexto) adecuada cobra esp ecial imp ortancia cuando no es p osible asegurar un

comp ortamiento terminante ba jo para el programa considerado. Este problema

se ab orda en el Cap ´ ıtulo 7. En reescritura est´ andar, la definici´ on de estrategias

normalizantes computables se ap oya muchas veces en la no ci´ on de . Los ´ ındices μ ne c esaria

estabilizar

´

´

F ormas can´ onicas y reescritura sensible al contexto

10

son o currencias distinguidas de un t́ ermino que exhib en una propiedad interesante:

cuando apuntan a redexes dentro de un t́ ermino, la contracci´ on de ´ estos es

para obtener una forma normal de dicho t́ ermino. Primeramente, demostramos que la

reducci´ on de ´ ındices es ´ util tambi ´ en para t́ erminos (es decir, reducirlos a una

forma estable). A partir de este resultado, demostramos que es p osible emplear ciertas

secuencias de reducci´ on de ´ ındices para obtener estrategias de reducci´ on sensible al

contexto que obtienen la forma -normal de un t́ ermino cuando ´ esta existe. Parte del

material contenido en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc97b, Luc97c , Luc98b].

Aunque una estrategia de reescritura est´ a ligada a un ´ unico SR

T, es habitual

p ensar en estrategias de reescr itura aplicables a clases de SR

Ts m´ as que a uno en

particular. En el Cap ´ ıtulo 8 hemos formalizado esta idea ba jo la denominaci´ on de

estrategia geń erica. La no ci´ on de estrategia geń erica es de inteŕ es te´ orico y pr´ actico.

Desde el punto de vista te´ orico, las distintas estrategias de reescritura que pueden

concretarse como particularizaci´ on de una estrategia geń erica comparten, al fijar un

SR T determinado, ciertas propiedades que pueden ser analizadas de forma homoǵ enea

y con indep endencia del programa considerado. Desde un punto de vista pr´ actico,

los algoritmos y estructuras de datos que implementan dichas estrategias geń ericas

tambí en tienen caracter ´ ısticas comunes, como un coste de implementaci´ on del mismo

orden de complejidad, un algoritmo de recorrido de las estructuras de datos similar

o id́ entico, etc. En el marco de esta tesis, la no ci´ on de estrategia geń erica ofrece la

p osibilidad de estudiar c´ omo obtener estrategias sensibles al contexto a partir de estra-

tegias geń ericas y de demostrar que las propiedades de normalizaci´ on de las estrategias

de reducci´ on de ´ ındices se preserv an al intro ducir las restricciones de reemplazamien-

to, con la venta ja de que las estrategias (sensibles al contexto) pueden aplicarse a una

clase m´ as general de SR

Ts manteniendo sus buenas propiedades. Parte del material

presentado en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc97b].

La implementaci´ on de las estrategias de reducci´ on de ´ ındices tambí en ha sido es-

tudiada extensamente. Aunque la implementaci´ on de prop´ osito general es costosa, se

han identificado v arias clases de SR

Ts cuya implementaci´ on puede realizarse eficaz-

mente. En el Cap ´ ıtulo 9, demostramos que las t́ ecnicas de implementaci´ on aplicables

a las estrategias de reducci´ on de ´ ındices pueden adaptarse f´ acilmente, sin coste adicio-

nal destacable, a la implementaci´ on de estrategias sensibles al contexto que realizan

tambí en reducci´ on de ´ ındices.

Para terminar esta segunda parte, en el Cap ´ ıtulo 10 presentamos algunos ejemplos

de aplicaci´ on de las t́ ecnicas descritas en los cap ´ ıtulos anteriores.

Desde un punto de vista computacional, nuestro inteŕ es en el empleo de un mecanis-

mo de reescritura radica en su capacidad para obtener (a partir de una determinada

Extensiones. Restricciones de reemplazamien to generales formas estables c ons-

tructor as valor es

rsc

de

evaluaci´ on c an´ onic a

estables normales

rsc

rsc

estr e chamiento sensible al c ontexto esc

rsc

11

expresi´ on inicial) t́ erminos deriv ados (reductos) que p ertenezc an a determinadas fa-

milias can´ onicas con una carga sem´ antica precisa.

El Cap ´ ıtulo 11 estudia las condiciones que p ermiten obtener

y aso ciados a una expresi´ on inicial. El resultado fundamental es-

tablece la capacidad de la para obtener dichos v alores cuando la funci´ on de re-

emplazamiento no es m´ as restrictiv a que la llamada funci´ on de reemplazamiento

.

´

Esta es menos restrictiv a que la funci´ on de reemplazamiento ,

que se demuestra suficiente para obtener formas estables constructoras. Esta obser-

v aci´ on motiv a la definici´ on de una transformaci´ on de programas que p ermite evitar

los problemas intro ducidos p or la rela jaci´ on de las restricciones de reemplazamien-

to inducidas p or la funci´ on de reemplazamiento can´ onica, sin p erder la p osibilidad

de ev aluar p or completo las expresiones iniciales. De esta manera, mantenemos las

venta jas relativ as a la terminaci´ on que se consiguen imp oniendo restricciones fuertes

sobre los reemplazamientos, junto con la certeza de que estas restricciones no evitar´ an

llegar a los v alores aso ciados a la expresi´ on a ev aluar. Parte del material presentado

en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc96, Luc98, Luc97d].

En el Cap ´ ıtulo 12 analizamos c´ omo obtener formas y mediante

reescritura sensible al contexto. La funci´ on de reemplazamiento can´ onica definida en

el Cap ´ ıtulo 4 es suficiente para obtener formas estables de las expresiones iniciales. El

c´ omputo de las formas normales es m´ as intrincado, aunque es p osible dar condiciones

para obtenerlas directamente usando la . Sin embargo, se requiere cono cer con

antelaci´ on informaci´ on sobre la comp osici´ on de la forma normal que se v a a obtener,

lo cual puede ser dif ´ ıcil de prever. Prop orcionamos algoritmos que, basados en re-

ducciones sensibles al contexto, a ~ naden cierto grado de control adicional que p ermite

obtener formas normales con seguridad y eficacia. Parte del material presentado en

este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc98].

El Cap ´ ıtulo 13 realiza un an´ alisis similar, relativo al c´ omputo de formas nor-

males infinitas a partir de una expresi´ on inicial. Puesto que en el contexto de la

normalizaci´ on infinita no tiene sentido definir pro cedimientos (que deb er ´ ıan ‘termi-

nar’ ofreciendo como resultado dicha forma normal infinita, lo cual es imp osible), el

an´ alisis se centra en la utilizaci´ on de la para definir estrategias de normalizaci´ on

infinita.

En el Cap ´ ıtulo 14 discutimos algunas p osibilidades de extensi´ on del uso de las restric-

ciones de reemplazamiento a otros marcos de programaci´ on distintos de la reescr itura

(incondicional) que hemos analizado en los cap ´ ıtulos anteriores. En particular, de-

finimos el ( ) y demostramos que es correcto,

completo y capaz de ahorrar deriv aciones in ´ utiles, a semejanza de la . T am bí en

´

´

Resumen de ap ortaciones de la tesis rsc

descriptivo algebr aic o

rsc

rsc

de clar ativa

rsc

rsc

12

analizamos brevemente la p osibilidad de extender la a los SR

Ts condicionales.

Parte del material presentado en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc96c, Luc98].

Finalmente, el Cap ´ ıtulo 15 prop one un marco general ( y )

para el an´ alisis de otras restricciones de reemplazamiento sint´ acticas m´ as genera-

les que la . El marco propuesto se ha definido con la intenci´ on de estudiar las

restricciones de reemplazamiento desde un punto de vista completamente abstrac-

to, caracteriz´ andolas mediante un conjunto de propiedades abstractas, en lugar de

mediante una definici´ on concreta. Se define un ´ algebra simple de restricciones de

reemplazamiento que explota la idea de aproximar unas restricciones p or otras y p er-

mite analizar las propiedades computacionales de la relaci´ on de reescr itura inducida

p or las restricciones de reemplazamiento. Al contemplar la como una instancia

particular de dicho marco, surge de forma natural una caracterizaci´ on de

la no ci´ on de restricci´ on de reemplazamiento sensible al contexto, formulada en t́ ermi-

nos de tres propiedades fundamentales. Esto p ermite emplear tambí en la como

base para aproximar las propiedades computacionales mencionadas m´ as arriba. Parte

del material presentado en este cap ´ ıtulo ha sido publicado en [Luc97].

Esta tesis abunda en el estudio del concepto de restricci´ on de reemplazamiento sint´ acti-

ca y su aplicaci´ on en distintos problemas computacionales en sistemas de programa-

ci´ on cuyo principio op eracional se basa en la reescritura de t́ erminos. Aunque el

concepto no ha sido definido como tal anteriormente, existen algunos precedente s que

pueden englobarse sin dificultad en ´ el. Sin embargo, nuestro enfo que es novedoso p or

cuanto no sub ordina la utilizaci´ on de una restricci´ on de reemplazamiento sint´ actica a

la presencia de otros mecanismos de ejecuci´ on basados en reescritura sino que asigna

un significado computacional propio a estas restricciones y ab orda la tarea de estudiar

hasta d´ onde se puede llegar y qú e b eneficios pueden obtenerse al emplear esta forma

simple de reescritura restringida como alternativ a a la reescr itura pura. La clase de

SR Ts a que se aplican la gran mayor ´ ıa de los resultados de esta tesis es la de los SR Ts

lineales p or la izquierda. Sin embargo, un buen n ´ umero de resultados son aplicables

a SR

Ts arbitrarios.

Los principales resultados obtenidos en este marco son:

1. Definimos el concepto de funci´ on de reemplazamiento (Definici´ on 3.1.1), o cu-

rrencia reemplazante (Definici´ on 3.1.9) y relaci´ on de reescritura sensible al con-

texto (Definici´ on 3.3.1), estableciendo sus propiedades computacionales elemen-

tales (Prop osiciones 3.2.1, 3.2.3, 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8). Dado un SR

T, definimos

su funci´ on de reemplazamiento can´ onica (Definici´ on 4.2.1) que, entre otras co-

sas, p ermite caracterizar las formas normales resp ec to a la aso ciada a dicho estables

rsc

rsc

rsc

rsc

rsc

1.2. OBJETIVO Y ESTRUCTURA DE LA TESIS 13

SR T como formas (fuertemente) (T eoremas 4.3.7 y 4.3.8).

2. Prop orcionamos ḿ eto dos para demostrar formalm ente la terminaci´ on de la

(T eoremas 5.1.3, 5.1.4 y 5.4.3). T am bí en establecemos criterios sint´ acticos pa-

ra demostrar la confluencia lo cal (T eorema 6.2.3), confluencia fuerte (T eorema

6.3.7) y confluencia (T eoremas 6.4.1 y 6.4.4) de la .

3. Refinamos los resultados de Middeldorp [Mid97] acerca de los c´ omputos ne-

cesarios para estabilizar t́ erminos, demostrando que las restricciones de re-

emplazamiento sensibles al contexto p ermiten precisar mejor la lo calizaci´ on

de los redexes necesarios para estabilizar un t́ ermino (T eoremas 7.2.3, 7.2.5,

7.4.10). Demostramos que los ´ ındices fuertemente secuenciales de Huet y Ĺ evy

[HL79, HL91], hasta ahora empleados como aproximaciones decidibles a los re-

dexes necesarios para la normalizaci´ on, tambí en pueden emplearse como apro-

ximaciones decidibles a los redexes necesarios para la estabilizaci´ on (T eorema

7.3.3).

4. Definimos el concepto de estrategia sensible al contexto (Definici´ on 7.1.1) y

demostramos que las estrategias sensibles al contexto que realizan reducci´ on

de ´ ındices (T eorema 7.4.8) son estabilizantes (T eorema 7.5.2) y normalizantes

resp ecto a la (T eoremas 7.5.7 y 7.5.8).

5. Definimos la no ci´ on de estrategia geń erica (Definici´ on 8.1.1) y estudiamos c´ omo

definir estrategias geń ericas sensibles al contexto inducidas p or una estrate-

gia geń erica de reducci´ on de ´ ındices (Definici´ on 8.2.22). Demostramos que las

propiedades de normalizaci´ on de ´ esta ´ ultima son heredadas (y p osiblemente

ampliadas) p or la primera (T eorema 8.2.27).

6. Demostramos que es p osible implementar las estrategias sensibles al contex-

to inducidas mediante una transformaci´ on sencilla de la implementaci´ on de la

estrategia de reducci´ on de ´ ındices corresp ondiente (T eoremas 9.3.5 y 9.3.6).

7. Establecemos condiciones suficientes para asegurar que la es capaz de compu-

tar formas estables constructoras (T eorema 11.1.2) y v alores (T eorema 11.1.4).

Intro ducimos una transformaci´ on de programas que p ermite obtener el v alor de

una expresi´ on de forma eficaz (T eorema 11.7.8), combinando simult´ aneamente

las venta jas que ofrece la funci´ on de reemplazamiento de ev aluaci´ on (completi-

tud de las ev aluaciones), con las venta jas en cuanto a terminaci´ on que ofrece la

funci´ on de reemplazamiento can´ onica (que es, en general, m´ as restrictiv a).

8. Establecemos condiciones suficientes para asegurar que la es capaz de obte-

ner formas estables (T eorema 12.1.1) y formas normales (T eorema 12.1.4). Dado μ rsc

rsc

´

´

14

que el c´ omputo directo de formas normales mediante la es dif ´ ıcil, estable-

cemos un pro cedimiento de normalizaci´ on basado en la y demostramos su

correcci´ on y completitud (T eoremas 12.4.1 y 12.4.2). Establecemos condiciones

que garantizan que la -terminaci´ on de un SR

T es una condici´ on suficiente para

asegurar la existencia de una secuenc ia de normalizaci´ on infinita para cualquier

t́ ermino (T eorema 13.1.1).

9. Definimos el estrechamiento sensible al contexto (Definici´ on 14.1.3) y estable-

cemos su correcci´ on y completitud (T eorema 14.1.7). Definimos la reescritura

condicional sensible al contexto (Definici´ on 14.2.7) y demostramos su completi-

tud en el c´ omputo de formas estables y v alores (T eorema 14.2.16).

10. Definimos un marco para el an´ alisis de las propiedades computacionales de res-

tricciones de reemplazamiento sint´ acticas generales.

k

+ + +

0

c ar dinal

Cap ´ ıtulo 2

Preliminares

∪ ∩ \

⊎

∪

∩ P

{ }

{ }

| |

, ,

A B

A B

A B A B A A

A

, , , . . .

, , . . . k

k

A A

2.1 Definiciones de car´ acter general

En este cap ´ ıtulo resumimos las definiciones y notaciones empleadas en el cuerp o de

esta tesis. La Secci´ on 2.1 presenta los conceptos mateḿ aticos de car´ acter general

relativos a las funciones, relaciones, secuenc ias, ´ ordenes, etc.

La Secci´ on 2.2 intro duce la terminolog ´ ıa y simb olog ´ ıa relativ a a signaturas y t́ ermi-

nos de primer orden. En particular, las no ciones de o currencia, sustituci´ on y t́ ermino.

La Secci´ on 2.3 se o cupa de los conceptos relacionados con los sistemas de reescritu-

ra: clases relev antes de SR

Ts, relaci´ on de reescritura, deriv aciones, multideriv aciones,

reescritura infinita, terminaci´ on y confluencia de los SR Ts.

La Secci´ on 2.4 presenta el concepto de estrategia de reescr itura y discute algunas

de las propiedades que resultan ´ utiles para caracterizarlas.

La Secci´ on 2.5 repasa la teor ´ ıa de las reducciones necesarias y las no ciones de

Ω-reducci´ on, ´ ındice fuertemente secuencial y SR

T fuertemente secuencial como bases

para definir aproximaciones decidibles a las reducciones necesarias.

Emplearemos los s ´ ımb olos usuales para denotar la uni´ on, intersecci´ on y dife-

rencia de conjuntos, resp ectiv amente. Escribiremos para representar el conjunto

cuando deseemos p oner de manifiesto que se obtiene p or uni´ on de conjuntos

disjuntos y (esto es, = Ø). Dado un conjunto , ( ) denota el conjunto

de to dos los sub conjuntos de .

Denotamos el conjunto de los n ´ umeros naturales 0 1 2 mediante el s ´ ımb olo

I N. El segmento inicial 1 2 del conjunto de los n ´ umeros naturales p ositivos

I N se denota I

N . Cuando = 0, entonces I

N = Ø. El conjunto de los n ´ umeros

reales se denota p or I R.

Dado un conjunto finito , escribimos para denotar el del conjunto.

15

1 q

1

⋃ ⋃

1

1

1

0 +1

1

1

+

+

∈A

′ ′

| |

|

′ ′

′

−

−

2.1.1 F unciones y tuplas

CAP ´ ıTULO 2. PRELIMINARES

A

C C

C

A

A

n

A n n

k

k

i

q

k

J

J j j

i

i

J k

aplic aci´ on funci´ on total

A A

A

→ ⊆ ×

∈ ∈

∈ ∈

∈

→ ⊆

→

∈ → →

∘ →

∈

∈ ∈

→ →

→ ∈

∈ →

∈

→

∘ ≥

→

⊆ { | ∈ }

∈

{ } ⊆

| ∩ |

→ ∈

El concepto de funci´ on que manejamos aqu ´ ı se denomina a veces o en

la literatura.

funci´ on

dominio c o dominio

p ar cial

indeterminista

r estric ci´ on

c omp osici´ on

inye ctiva

sobr eye ctiva

biye ctiva

inversa

idemp otente

punto fijo

identidad

p otencia

extensi´ on

tupla

A

A B f A B f A B

a A b B

a, b f a, b , a, b f b b

A B

a, b f f a b

f f

f A B C A

f f C B f

C f x f x x C g B C f A B

g f A C

f a, a A f a f a

a a f b B a A

f a b

f A B f B A

f b a f a b f

f A A a A f f a f a

a A f f a a id A A

id a a a A

A f A A n f f

f id f f f n .

f f A B

C A f f C f a a C

A k x , . . . , x A x

x A x y k x

i y k x

J j , . . . , j x

q x J x x , . . . , x

i x x J

x B ψ A B k x A ψ x

16

Dada una colecci´ on de conjuntos, denotamos como al conjunto , uni´ on

de to dos los conjuntos de la colecci´ on .

Dados los conjuntos y , una : es un sub conjunto

que verifica las siguientes condiciones : (1) para to do , existe un tal que

( ) y (2) si ( ) ( ) , entonces = [BCG75, DS96, DD76, RS84]. Al

conjunto se le denomina el de la funci´ on y al conjunto su .

Cuando ( ) , escribimos ( ) para referirnos al elemento . Si no se cumple la

condici´ on (1), se dice que es una funci´ on . Si no se cumple (2), se dice que

es una funci´ on . Por lo general, hablaremos simplemente de ‘funciones’,

dejando que el contexto del discurso aclare, en su caso, los matices esp ec ´ ıficos que

puedan ser relev antes. Dada una funci´ on : y un sub conjunto ,

escribimos para denotar la : de la funci´ on al sub conjunto

: ( ) = ( ) para to do . Dadas dos funciones : y : , la

de ambas funciones se denota como : .

Una funci´ on es si para to do , ( ) = ( ) implica que

= . Una funci´ on es si para to do existe un tal

que ( ) = . Una funci´ on (o corresp onden cia biun ´ ıvo ca) es una funci´ on

inyectiv a y sobreyectiv a. Si : es biyectiv a entonces la funci´ on :

definida p or ( ) = si y s´ olo si ( ) = se denomina funci´ on de .

Una funci´ on : es si para to do , ( ( )) = ( ). Un

elemento se denomina un de si ( ) = . La funci´ on :

definida p or ( ) = para to do se denomina la funci´ on para el

conjunto . Dada : , se define la -´ esima de como sigue:

= y = para 0

A veces emplearemos el mismo s ´ ımb olo aso ciado a una funci´ on : para

denotar su a sub conjuntos del dominio de : ( ) = ( ) .

Dado un conjunto , denotamos una - de elementos de como ~,

es decir, ~ . Escribiremos ~[ ] para referirnos a la -tupla que es id́ entica a ~

excepto en el elemento -´ esimo que ha sido reemplazado p or . Dada una -tupla ~

y un conjunto de n ´ umeros naturales p ositivos = I

N , ~ denota la

-tupla de elementos extra ´ ıdos de ~ de acuerdo con , es decir, ~ = .

Observemos que el -´ esimo comp onente de ~ es el I

N -´ esimo comp onente de

~ . Dado un conjunto , una funci´ on : y una -tupla ~ , ( ~ ) es

2

cierr e k

ϵ ϵ

n

i i

ϵ

A E P E

A P E A P

∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

1

2

+

1 2 +1

+1

+ +

0 1 2

2.1.2 Relaciones binarias

Lema 2.1.1

Lema 2.1.2 (Lema de Newman )

2.1. DEFINICIONES DE CAR

´

ACTER GENERAL

⊆ ×

∈ ̸∉

∈ ∈

∈

∪ { | ∈ }

∘

∈ ∘

∈

⊆ × ⊆ × →

∈

≤ ≤

∈

∈

∈

∈

∈ ∈

⊆ ×

∈

∈

· · ·

∈

Dado un conjunto incluido en un conjun to , y una propiedad sobre elementos de , el

de resp ecto a es el menor conjunto incluido en que contiene y satisface .

k ψ x , . . . , ψ x B x

ψ

A R A A A a R b

a, b R a R b a, b R R

a A a R a a A a R a

a, b, c A a R b b R c a R c a R b b R a

a b a R b b R a

R R R R a, a a A

R R R R

R, S A R S A

a, b A a R S b

c A a R c c S b A, B

R A A S B B h A B

R S a, b A a R b h a S h b

n R

A a , a , . . . , a n A

i n a R a

R A a, b, c A

a R b a R c d A b R d c R d

R a, b, c A a R b a R c

d A b R d c R d R

a, b, c A a R b a R c b R d c R d d A

R, S A A R S S

R

a A R

R

b A a R b a R

a a R a R a R

a R a R a

a A

R

A r eflexiva

irr eflexiva tr ansitiva

antisiḿ etric a

siḿ etric a

cierr e r eflexivo

cierr e tr ansitivo cierr e r eflexivo-tr ansitivo

c omp osici´ on de

homomorfismo

se cuencia de r e duc ci´ on

c onfluente

lo c almente c onfluente

fuertemente c onfluente

Se an r elaciones tales que . Si es

fuertemente c onfluente, entonc es es c onfluente.

forma -normal

terminante

´ unic a

Una r elaci´ on terminante sobr e un

c onjunto es c onfluente si y s´ olo si es lo c almente c onfluente.

17

la -tupla ( ) ( ) de elementos de obtenidos a partir de ~ mediante la

aplicaci´ on de a cada uno de sus elementos.

Sea un conjunto y una relaci´ on binaria sobre . Escribiremos

en lugar de ( ) y en lugar de ( ) . Decimos que es: ,

si para to do , ; , si para to do , ; , si para

to do , y implican ; , cuando y

implican = ; , cuando implica .

Denotamos como el de la relaci´ on : = ( ) .

es el de y el de .

Dadas dos relaciones sobre , denotamos como la relaci´ on sobre

obtenida p or de ambas: para to do , si y s´ olo si

existe un tal que y . Dados dos conjuntos y relaciones binarias

y , una funci´ on : es un entre las

relaciones y si para to do , implica que ( ) ( ).

Una finita (de longitud ) aso ciada a una relaci´ on sobre

un conjunto es una secuencia de + 1 elementos de tal que, para

to do 1 , .

Una relaci´ on binaria sobre es si, para to do , siempre que

y , existe un tal que y [Hue80, Ros73]. De forma

an´ aloga, es si, para to do , cuando y ,

existe un tal que y . Decimos que es si,

para to do , y implican que y para alg ´ un .

[Hue80] =

Un elemento ¯ se denomina una (llamada simplemente forma

normal cuando la relaci´ on involucrada queda clara a partir del contexto discursivo)

si no existe ning ´ un tal que ¯ . Decimos que ¯ es una forma -normal de

, si ¯ es una forma -normal y ¯. Decimos que es [Hue80] si y

s´ olo si no existe ninguna secuencia infinita . Cuando una relaci´ on es

terminante, cada elemento tiene (al menos) una forma normal. Cuando una

relaci´ on es confluente y terminante, la forma normal existe y es .

[New42]

^ ^

′

′ ′

+

1 2

+1 n

p

p q

n

i i

´

2.1.3 Secuencias infinitas

≡ ⊆ ×

≡ { ⊆ | ∀ ∈

≡ ⇔ ∈ } ≡

⊆ × ⊆

∈ ∈

→ ⊆ ⊆

→

× →

∈

≥

≤

∈ ∈

≥

∈ ≥ ≥

≥

A A

A/ B A a, a

A. a a a, a B

A

R A A B A B

R a B a R b b B

f A A B A f f B B

S A

S A n S

S n A

A A d A A

x, y , z A

d x, y ,

d x, y x y ,

d x, y d y , x

d x, z d x, y d y , z

A d A A, d A, d

S A

s A ϵ > n

p n d S , s < ϵ s

S S

ϵ > n p n q n

d S , S < ϵ

A

A, d

A, d

R A

a , a , . . . , a , . . . A i

a R a r elaci´ on de e quivalencia c onjunto c o ciente

c err ado

b ajo

se cuencia infinita

c onver gencia a un l ´ ımite

distancia ḿ etric a

esp acio ḿ etric o

c onver gente

l ´ ımite se cuencia de Cauchy

c ompleto

c ompletado

c omple ci´ on ḿ etric a

se cuencia de r e duc ci´ on

18

Si la relaci´ on tiene las propiedades reflexiv a, transitiv a y siḿ etrica, se

denomina una . El =

definido p or la equiv alencia es una partici´ on del conjunto

.

Dada una relaci´ on y un sub conjunto , decimos que es

si, para to do , siempre que , se tiene que . En particular, si

: es una funci´ on, es cerrado ba jo si ( ) .

Una de elementos tomados de un conjunto es una funci´ on

: I N . Nos referiremos al -´ esimo elemento de la secuencia escribiendo en

lugar de ( ). Al manipular secuencias infinitas sobre un conjunto , es interesante

disp oner de una no ci´ on de de dichas secuenc ias. Esto puede

conseguirse intro duciendo una (o ) entre los elementos del conjunto

. Una distancia en es una funci´ on : I

R tal que, para to da terna de

elementos , se verifica [Kel75, Man74b]

( ) 0

( ) = 0 si y s´ olo si =

( ) = ( )

( ) ( ) + ( )

Un conjunto junto con una distancia en es un ( ). Sea ( )

un espacio ḿ etrico. Una secuenc ia de elementos de se denomina si

existe un elemento ¯ tal que, para to do 0, existe un I

N tal que, para to do

, se verifica ( ¯

) . Si dicho elemento ¯ existe, es ´ unico y se denomina

el de la secuencia . Una secuencia es una si para

to do 0 existe un I

N tal que para to do y para to do se verifica

( ) . T o da secuenc ia convergente es una secuencia de Cauchy p ero no al

rev́ es, es decir, existen secuencias de Cauchy que no tienen l ´ ımite en . Un espacio

ḿ etrico se denomina si to da secuencia de Cauchy es convergente. Es un he-

cho bien cono cido que to do espacio ḿ etrico ( ) puede ser hasta obtener

un espacio ḿ etrico completo ( ) mediante el pro cedimiento est´ andar denominado

[Man74b].

Una infinita aso ciada a una relaci´ on sobre un conjunto es

una secuenc ia infinita de elementos de tal que, para to do 1,

.

3

ω

ω

′ ′ ′

⊐

⊐

⊐

⊐

⨆

⨆

⨆

⨆ n i i

A A

n

n

n

1 +1

1 2

1 2

1 2

3

2.1.4 Conjun tos ordenados

cp o cp o

cp o

c onjuntos dirigidos

´

⊑ ⊆ ×

⊑ ∧ ̸⊒ ⊑ ‖

⋢ ⋢ ⊑ ⊑

⊑

∈ ⊑ ⊑

⊑

≥

∈ ∈ ⊒ ⊑

∈

⊆ ∈ ⊑ ⊑

∈ { }

↑ ∈

⊆ ∈ ⊑ ⊑

⊆

⊆

⊤ ⊥

⊑ ⊑ · · · ⊑ ⊑ · · ·

⊆ ⊑

∈ ∈ ⊑ ⊒ ∈

⊑ ⊑ · · · ⊑ ⊑ · · ·

⊆

⊤ ⊥

⊥

⊤ ∈

⊔ ⊓ { }

∈ ⊔ ⊓

⊑ ⊥ ⊤ ⊔ ⊓

A A A

a b

a b a b b a a b a b

a b b a A A,

A

a, b A a b b a

A, A,

a , . . . , a , . . . a a

i

a A b A b a b a

b a A a A

B A b B b a a b

B B

B

a, b A a, b

a b a A

B A a A B a a a a

B A B

B A B B

A

a , a , . . . a . . . A

a a a

B A A,

b B a A a b a b a B

B a a a

B

B A

A A

A B

a, b A

a b a b a, b

a A a a a a a a

A, , , , , or den p ar cial

c onjunto or denado

or den estricto estrictamente or denado

bien fundado

maximal minimal

c ota sup erior inferior

ac otado sup eriormente inferiormente

c omp atibles

supr emo ´ ınfimo

m´ aximo m ´ ınimo

c adena

c ono

or den p ar cial c ompleto cp o c omplete p artial or der

l ´ ımite r et ´ ıculo c ompleto

El concepto de que manejamos aqu ´ ı es el que habitualmen te se cono ce como - pues

caracteriza la completitud del conjunto ordenado resp ecto a los supremos de las ( -)cadenas cre-

cientes de elementos. En general, la completitud (y p or tanto la definici´ on) de un se refiere a la

existencia de supremos para incluidos en el conjunto ordenado.

19

Una relaci´ on es una relaci´ on de (sobre ) si es reflexiv a,

antisiḿ etrica y transitiv a [DD76, GHKLMS80, SLG94]. Escribimos para indicar

que = . Escribimos para expresar que , y para indicar

que y . Si es una relaci´ on de orden sobre , decimos que ( ) (o

simplemente ) es un . La relaci´ on es un orden total si para

to do , se tiene o bien . Una relaci´ on irreflexiv a y transitiv a es

un y ( ) un conjunto . Un orden ( ) se

dice si no existen secuencias infinitas tales que

para to do 1.

Un elemento tal que para to do siempre que ( ) entonces

= se denomina elemento ( ) de . Un elemento es una

( ) de si para to do , ( ). Decimos

que el conjunto est´ a ( ) si tiene una cota

sup erior (inferior). Si est´ a acotado decimos que sus elementos son . Si

dos elementos son compatibles, es decir, si es un conjunto acotado,

escribimos . Una cota sup erior (inferior) es un ( ) de

si, para to da cota sup erior (inferior) de , se tiene ( ).

Si tiene un supremo se denota a ´ este como . Si el supremo ( ´ ınfimo) de

un sub conjunto p ertenece a , se le denomina el ( ) de .

Si el propio conjunto tiene un m´ aximo (m ´ ınimo) se denota como ( ). Una

secuencia (p osiblemente infinita) de elementos de es una si

.

Un sub conjunto de un conjunto ordenado ( ) es un (inverso)

si para to do , siempre que verifica ( ) entonces . Un

( , del ingĺ es ) es un conjunto ordenado

donde to da cadena : tiene un supremo (tambí en llamado

de la cadena) . Un es un conjunto ordenado donde to do

sub conjunto tiene un supremo y un ´ ınfimo. En particular, el propio conjunto

tiene un elemento m´ aximo = y un elemento m ´ ınimo que es el ´ ınfimo de

. Se asume, para el caso esp ecial = Ø, que Ø = y que el ´ ınfimo del conjunto

v ac ´ ıo es . Adem´ as, to do par de elementos tienen un supremo y un ´ ınfimo y

escribimos y para denotar el supremo y el ´ ınfimo de resp ect iv amente.

Estas op eraciones son idemp otentes, es decir, para to do , = y = .

La estructura ( ) denota el ret ´ ıculo completo. Si, adicionalmente, se

≥

f g

⨆ ⨆

⨆

⊐ ⊐ ⊐

⊐ ⊐ ⊐

⊐ ⊐ ⊐

⊐

⊐ ⊐

2.2 Signaturas y t́ erminos

´

1 2

0 1 2

0

1

1

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1

2 2 2

T eorema 2.1.3 (T eorema del punto fijo )

A B

A B

n

n

n n

A B A B

A B

k i i i

j j

i k

n n

i i i i

n lex

n

n n lex n

n n lex n

⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓

→ ⊑ ⊑

∈ ⊑ ⊑

⊑ ⊑

· · · ⊑ ⊑ · · ·

⊑ ⊥

⊥ →

∈

⊥ ⊑ ⊥ ⊑ ⊥ ⊑ · · · ⊑ ⊥ ⊑ · · ·

⊥

⊑ ⊑ ⊥ ⊥

→ ⊥ ⊥

× · · · × → ⊑ ⊥ ⊑ ⊥

≤

≤ ∈ ≤ ≤

⊥ ⊥ → ⊑

∈ ⊑

⊆ → ⊑

⊑

∈ ⊑

⊑

≤ ≤

{ } a b c a b a c a b c a b a c

f A B A, , B ,

a, b A a b f a f b

f B a a

a f B f B

A, ,

f A A f

a A

f f f f

a f

A, B ,

f A B f

f A A B A , , B , ,

i k i x A j k i j

f x , . . . , , . . . , x f A A A,

a A a f a f

F A B B ,

F f g

a A f a g a a , a , . . . , a b , b , . . . , b

a , b A ,

i n , , . . . ,

, , . . . ,

a , a , . . . , a , , . . . , b , b , . . . , b

a b a b

a , . . . , a , . . . , b , . . . , b .

V

, , . . .

distributivo

mon´ otona

c ontinua

Se a un c on ele-

mento m ´ ınimo y una funci´ on c ontinua. Entonc es tiene un punto fijo

m ´ ınimo que pue de obtenerse c omo el supr emo de la c adena cr e ciente (se cuencia

de Kle ene):

es de cir,

estricta

estricta

extensiva

op er ador de cierr e

extensi´ on lexic o gr´ afic a

20

cumple ( ) = ( ) ( ) y ( ) = ( ) ( ) el ret ´ ıculo es

.

Una funci´ on : entre conjuntos ordenados ( ) ( ) es ,

si para to do , implica ( ) ( ). Si dichos conjuntos ordenados

son ´ ordenes completos, se dice que es si dada una cadena :

se tiene que ( ) = ( ).

[SLG94

] ( ) cp o

:

( ) ( ) ( ) ( )

= ( )

Si los conjuntos ordenados ( ) y ( ) tienen elementos m ´ ınim os y ,

resp ect iv amente, decimos que : es si ( ) = . Una fun-

ci´ on multiargum ento : , donde ( ) y ( ) son

conjuntos ordenados provistos de sus corresp ondientes elementos m ´ ınim os para 1

, se denomina - si para to do , 1 , = , se verifica

( ) = . Una funci´ on : de un conjunto ordenado ( )

en s ´ ı mismo es si para to do , ( ). Una funci´ on extensiv a,

idemp otente y mon´ otona es un .

Dado un conjunto de funciones donde ( ) es un conjunto ordenado,

p o demos definir el siguiente orden (orden punto a punto) en : si y s´ olo si,

para to do , ( ) ( ). Dadas las tuplas ( ) y ( ),

donde los elementos p ertenece n a un mismo conjunto ordenado ( ) para

1 , se define la ( ) de los ´ ordenes

estrictos corresp ondiente s a tuplas de elementos como sigue:

( ) ( ) ( )

si , o bien = y

( ) ( ) ( )

En lo que sigue, representar´ a un conjunto numerable de v ariables y Σ una signatura,

es decir, un conjunto de s ´ ımb olos de funci´ on , dotados de una aridad que

′ ′

′ ′

Σ

1

1

1

Ω

+ k

k

k

i i

L

L

L L

2.2.1 Ocurrencias

Observ aci´ on 2.2.1

2.2. SIGNA

TURAS Y T

´

ERMINOS

→

∩

T ∈ T

∈ T ∈ T

∈ ∈ T

T

T ∪ { }

≤

≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤

∈ { } ∪ { | ∈

∧ ∈ }

| |

{ | ∈ }

≤

≤ ‖

≤

≤

≤

≤ ∨ ∧ ≤ ar ar

V

V , V x x , V

f f , V t , . . . , t , V

f k f t , . . . , t , V

k t , . . . , t t

k

t V ar t

t V ar t t

, V

t t

t

t t

f t f s t s i ar f

t s t s

t

s t s

t

t t

s

u u ϵ i.v i

v ϵ

u u u

W u.W u.v v W

u v w v u.w u v

u v

u v

ϵ u u u i.u v j.v

u v i < j i j u v t́ erminos de primer or den

b´ asic o

L os -t́ erminos y el or den entr e el los p ermiten formalizar la

ide a de apr oximaci´ on de un t́ ermino p or otr o. Si , y c omp arten una p arte

de sus estructur as sint´ actic as (la que c orr esp onde a las o curr encias de que no se

r efier en a s ´ ımb olos ), siendo un de en el sentido de que pue de

obtenerse a p artir de me diante el r e emplazamiento de algunas o curr encias de en

p or otr os -t́ erminos p osiblemente m´ as c omplejos. T ambí en de cimos que es un

pr efijo de .

o curr encia Oc c

Oc c

21

viene individualizada p or una funci´ on : Σ I

N (o simplemente , cuando ello

no sup onga confusi´ on) [Klo92]. Siempre asumiremos que Σ = Ø. El conjunto de

que se obtiene a partir de una signatura Σ y un conjunto

de v ariables se denota como (Σ ): si es una v ariable entonces (Σ );

si es una constante, entonces (Σ ); finalmente, si (Σ ) son

t́ erminos y Σ es un s ´ ımb olo de funci´ on -ario, entonces ( ) (Σ ).

Una -tupla de t́ erminos se denota como

~

, donde el n ´ umero de comp onentes

ser´ a clarificado a partir del contexto donde la tupla sea empleada.

Dado un t́ ermino , ( ) es el conjunto de los s ´ ımb olos de v ariable presentes en

. Si ( ) = Ø, decimos que es un t́ ermino ; (Σ) denota el conjunto de

t́ erminos b´ asicos.

Se utilizar´ a un nuevo s ´ ımb olo constante Ω (que se asume ausente de to das las

signaturas consideradas) para representar t́ erminos cualesquiera. Los t́ erminos p er-

tenecientes al conjunto (Σ Ω ) se denominan Ω-t́ erminos y se emplean para

representar prefijos de t́ erminos. Dado un t́ ermino , es el Ω-t́ ermino obtenido

al reemplazar to das las v ariables de p or s ´ ımb olos Ω. Se define un orden sobre

Ω-t́ erminos como el menor orden que satisface las restricciones: Ω para to do y

(

~

) ( ~

) si para to do 1 ( ).

Ω

Ω refinamiento

Ω

Ω

Una es una cadena de n ´ umeros enteros p ositivos =

I N donde denota la o currencia corresp ondiente a la cadena v ac ´ ıa y ‘.’

denota la concatenaci´ on de s ´ ımb olos. La longitud de una cadena se escrib e . Si

es una o currencia y un conjunto de o currencias, es el conjunto .

Establecemos un orden entre o currencias empleando el orden de prefijos entre

cadenas: si y s´ olo si existe una cadena tal que = . Escribiremos

para indicar que y no pueden ser comparadas mediante el orden . Diremos

entonces que y son o currencias disjuntas.

T ambi ´ en emplearemos el orden total (lexicogr´ afico) entre o currencias. Viene

definido como sigue: para to da o ccurrencia ; si = y = entonces

si y s´ olo si ( = ).

1

1 1

1 1

1

1

´

i i

n

n n

W

W

l t l t l t

u

ϵ k i.u i u

u

u

′ ′′ ′′ ′

′

|

′

|

′

′′ ′′ ′

′ ′

′ ′

′ ′ ′

− −

−

2.2.2 Sustituciones

2.2.3 T́ erminos y o currencias

→ T

D { ∈

| ̸}

→ ≤

≤ { } D

{ → → }

D

∈

T → T

≤

≤ ∘

⊆ ≤

∘

∈ D ∩ D

∪ ∪ ∈ D

∪ ∈ D

∈ D

∘

∘

∩

∪ D D

≤

|

∈ | | | ≤ ≤

| ∈

| | sustituci´ on

dominio

Subst

Subst

uni´ on

b´ asic a

r enombr amiento

emp ar eja

sustituci´ on de emp ar ejamiento emp ar ejamiento

unific an

unific ador

unific ador m´ as gener al umg umg

subt́ ermino

pr ofundidad σ V , V σ x

x om σ x

V σ x x

σ x t

i n x , . . . , x om σ

σ x t , . . . , x t

ε om σ ε x x

x V

σ

σ , V , V f t

σ f t f σ t , V

σ σ σ σ σ σ

W V σ σ W σ σ σ σ W

σ σ σ σ W

σ, σ , V om σ om σ

σ σ σ σ x σ x x om σ

σ σ x σ x x om σ

σ x om σ σ x

σ σ σ σ

σ σ ε

t l σ

t σ l

V ar t V ar l σ

σ σ σ σ σ om σ V ar l om σ

V ar t t, s σ σ t σ s

σ t s θ

t s θ σ σ θ

t s

t

t O t t

t u O t t t f t , . . . , t t i k

d t s t u O t

u d u t s

22

Una es una funci´ on : (Σ ). Normalm ente se exige que ( ) =

s´ olo para un n ´ umero finito de v ariables. Al conjunto (finito) ( ) =

( ) = de dichas v ariables se le denomina el de la sustituci´ on. A

veces se denota una sustituci´ on indicando los enlaces elementales para 1

corresp ondientes a las v ariables del dominio ( ) escribiendo

= . Denotamos la sustituci´ on v ac ´ ıa o identidad mediante

la letra griega . T endremos que ( ) = Ø o, equiv alentemente, ( ) = para

to da .

La funci´ on se extiende a una funci´ on sobre t́ erminos denotada p or el mismo

s ´ ımb olo : (Σ ) (Σ ) de forma que, para to do t́ ermino (

~

), se verifica

( (

~

)) = ( (

~

)). Se define un orden sobre el conjunto (Σ ) de sustitucio-

nes: si existe una sustituci´ on tal que = . Dado un sub conjunto de

v ariables , escribiremos = [ [ ] ] si = y [ [ ] ] si existe una

sustituci´ on tal que = [ [ ] ].

Dadas dos sustituciones (Σ ) tales que ( ) ( ) = Ø,

definimos la de ambas sustituciones como ( ) = ( ) si ( )

y ( ) = ( ) si ( ).

Una sustituci´ on se denomina si para to do ( ), ( ) es un t́ ermino

b´ asico. Una sustituci´ on es un si existe tal que =

= .

Un t́ ermino con un t́ ermino si existe una sustituci´ on (denomina-

da o simplemente ) tal que = ( ).

Cuando ( ) ( ) = Ø, el emparejamiento puede descomp onerse como la

uni´ on = de sustituciones y tales que ( ) = ( ) y ( ) =

( ). Dos t́ erminos si existe una sustituci´ on tal que ( ) = ( ).

A la sustituci´ on se le denomina un de y . Si un unificador de los

t́ erminos y verifica que para cualquier otro unificador , decimos que es

el ( ) de y . Dicho es ´ unico salvo comp osici´ on con

sustituciones de renombramiento.

Consideramos los t́ erminos como ´ arb oles etiquetados, de la manera usual. Para iden-

tificar un no do constituyente de un t́ ermino empleamos o currencias. El conjunto

de o currencias de un t́ ermino es ( ). Escribimos para denotar el

de a la o ccurrencia ( ): = y ( ) = donde 1 .

La en de un subt́ ermino = situado a la o currencia ( ), se

define como la longitud de la o currencia : = . Escribimos [ ] para referirnos al i

Observ aci´ on 2.2.2

´

1 1

1

Σ

Σ

Ω

Ω Ω

1 2 3

1 2

1 2 2

1 2 3 1 2 3

1

1 2 1

1 2 3 1 3 2 ϵ

i k i.u i u k

k

u

u u v

v

L

u

V

s

s u

u

t t

t t t

t t t

u u.v v

v u u u.v

u v v

u v v u

≤ ≤

∈ ∈

≺

∈ ̸|

≤

∈

| | |

|

≤

{ ∈ | | ∈ }

\

{ ∈ | | } ∈

\

{ ∈ | ∃ ∈ | }

∈

∈ T

∈ ∈

• | |

•

∈ ‖

• | |

• t u s t s s

f t , . . . , t , . . . , t s f t , . . . , t s , . . . , t i k

r oot t

t r oot x x x V r oot f t , . . . , t f f t, s

t s t s

u O s u ϵ t s

t u, v O t u < v

r oot t t r oot t

t

t

O t u O t r oot t

t O t O t O t

O t s t

O t u O t t s t u O t

t

t O t O t O t

t t

f u O t . r oot t f

t

u O t u ϵ

r oot t i.u r oot t . u u

ϵ ϵ u.i u

t , t , t , V

u O t v O t

t t t

t t t t t t

u, v O t u v

t t t

t t t t t t r e emplazado

r a ´ ız

pr opio

El or den sobr e o curr encias nos p ermite dar signific ado a ex-

pr esiones c omo “

”: si es un t́ ermino y son tales que , de ci-

mos que el s ´ ımb olo (el subt́ ermino ) est´ a sobr e (p or encima de)

(de ).

De forma an´ alo ga, el or den nos p ermite hablar de s ´ ımb olos y subt́ erminos a la

‘izquier da’ y ‘der e cha’ de otr os en el seno de un t́ ermino as ´ ı c omo (en virtud de su

c ar´ acter de or den total) de “extr emo izquier do” y “extr emo der e cho” de un t́ ermino.

no variables

line al

pr efix pr efix

pr efix pr efix pr efijo estricto spr efix

spr efix spr efix pr efix

emb e dding

aso ciatividad

p ersistencia

c onmutatividad

23

t́ ermino donde el subt́ ermino a la o currencia ha sido p or : [ ] =

y ( )[ ] = ( [ ] ) donde 1 . Escribimos

( ) para referirnos al s ´ ımb olo que etiqueta la del (´ arb ol aso ciado al) t́ ermino

: ( ) = si y ( ( )) = si Σ. Dados los t́ erminos ,

escribimos para indicar que es un subt́ ermino de , es decir, que existe

( ), = tal que = .

s ´ ımb olo (o t́ ermino) que se encuentra sobre o encima (deba jo) de

otro s ´ ımb olo (o t́ ermino) ( )

( ) ( )

El conjunto ( ) = ( ) ( ) Σ contiene las o currencias de s ´ ımb olos

en y ( ) = ( ) ( ) es el conjunto de o currencias de v ariables.

Escribimos ( ), para denotar el conjunto de o currencias del subt́ ermino en :

( ) = ( ) = . Dado un Ω-t́ ermino , las o currencias ( ) se

denominan Ω-o currencias de . El conjunto de o currencias que no lo calizan s ´ ımb olos

Ω en es ( ) = ( ) ( ).

Un t́ ermino es si no contiene m ´ ultiples o currencias de una misma v aria-

ble. El conjunto de s ´ ımb olos de la signatura Σ que est´ an presentes en es Σ( ) =

Σ ( ) ( ) = . La cadena de s ´ ımb olos que se encuentran

en el camino que v a desde la ra ´ ız del ´ arb ol aso ciado a un t́ ermino hasta la o cu-

rrencia ( ) (inclusive) es ( ), que se define como sigue: ( ) =

( ), ( ) = ( ) ( ). El ( ) viene dado

p or ( ) = , ( ) = ( ).

Emplearemos, de forma auxiliar, las siguientes propiedades y resultados est´ andar

[Hue80]. Consideremos (Σ ) .

Si ( ) y ( ) entonces

( [ ] ) = ( ),

[ [ ] ] = [ ] [ ] ( ).

Si ( ) y tenemos que

( [ ] ) = ( ) y

[ ] [ ] = [ ] [ ] ( ).

⋃

u

□

□

□

| ∈

′ ′

1 1

1 2 3 1 3

1 2 1 2 v u w

v u u

v u u w

t V u

u u

u u.v v

u u

u

´

2.3 Sistemas de reescritura

≤

• | | |

•

• | |

∈ T ∈

∪ { | ∈ | }

∈

| ∉ |

| ∈ | | ∈

∈ T ∈

∈

→ →

∈ T ∉ ⊆

⊆

→

→

R

→ ∈

R

Prop osici´ on 2.2.3

Prop osici´ on 2.2.4

Observ aci´ on 2.3.1 u v v u.w

t t

t t t t t

t t t t

t , V σ , V

O σ t O t u.v v O σ t

u O t

t t V σ t σ t

t x V σ t σ x v O σ x

t, s , V σ , V

u O t σ t σ s σ t s

C

C

u

C C

C

l , r l r α l r

α l , r , V l V V ar r

V ar l V ar r V ar l

l r

l r l r

, R R

l r R c anc elaci´ on

dominancia

distributividad

Se a una signatur a, y Subst .

Entonc es,

y p or tanto, p ar a to da o curr encia :

1. Si , entonc es ;

2. Si , entonc es p ar a to do .

Se a una signatur a, y Subst .

Entonc es, p ar a to da o curr encia , tenemos que .

c ontexto

vac ´ ıo

r e gla de r e escritur a

c on variables extr a p arte izquier da lhs

left-hand side p arte der e cha right-hand side rhs

Sistema de R e escritur a de T́ erminos

Aunque la no ci´ on est´ andar de SR

T pr oh ´ ıb e la pr esencia de r e glas

c on variables extr a, los SR

TEs son inter esantes en la te or ´ ıa de r e escritur a (y sus ex-

tensiones) desde muchos puntos de vista [Com95, DOS88b , DM97 , KKSV95 , Han95b ,

24

Si , haciendo = obtenemos

= ( ) ( ),

[ ] [ ] = [ ] ( ) y

( [ ] ) = ( )[ ] ( ).

[Hue80] Σ (Σ ) (Σ )

( ( )) = ( ) ( ( ))

( )

= ( ) = ( )

= ( ) = ( ) ( ( ))

[Hue80] Σ (Σ ) (Σ )

( ) ( )[ ( )] = ( [ ] )

Un es un t́ ermino con cero o m´ as ‘huecos’, es decir, o currencias de un

s ´ ımb olo esp ecial (un nuevo s ´ ımb olo constante). Escribimos [ ] para p oner de

manifiesto que existe un hueco (normalmente ´ unico) situado sobre la o currencia de

. Normalm ente escribiremos simplemente [ ] para denotar un contexto arbitrario,

dejando que el n ´ umero y lo calizaci´ on concreta de sus huecos sean clarificados en cada

momento. Al contexto [ ] = se le denomina el contexto .

Una es un par ordenado ( ), escrito (o bien : si

se desea aso ciar una etiqueta a la regla), donde (Σ ), y ( )

( ) [DJ90, Klo92]. Si no se cumple la condici´ on ( ) ( ), decimos que

es una regla de reescr itura . La ( , del ingĺ es

) de una regla es y es la ( o ).

Un (SR

T) es un par = (Σ ) donde es un

conjunto de reglas de reescritura. Si alguna regla contiene v ariables extra,

diremos que es un SR

TE, es decir, un SR

T con v ariables extra.

Ω

Ω

Ω

Ω Ω Ω

[ ]

R

R R

∗

∗

∗

′ ∗ ′ ∗

<

u

u u

u

u

u,α

u

>ϵ ϵ

2.3. SISTEMAS DE REESCRITURA

Definicí on 2.3.2 (Reescritura)

R

∈ R

∈ R

R R

≤ ∈ R

R R

R { | | ∈ R ∧ ∈ }

→ → → → |

→ ∈ ∈

→

→ |

R

→ → →

R →

→ ↔ ↓

↓ → →

− → → \→

→

L

σ l l hs l L

t O t l L

L

π π l l L

L

LS π π L u O π

t s

u t s t s t s t s t σ l

s t σ r l r R u O t σ

t s

α l r t

u

t s s t

t t s t s t s

25

rsc

El conjunto de partes izquierdas de un SR

T se denota como ( ). T o da instancia

( ) de una ( ) de una regla es un (del ingĺ es ucible pression). El

conjunto de o currencias de redexes en un t́ ermino es ( ). Una ( ) cuyas

v ariables han sido reemplazadas p or s ´ ımb olos Ω se denomina un

[KM91]. El conjunto de esquemas de redex de un SR

T se denota como ( ). Un

es un Ω-t́ ermino tal que para alg ´ un esquema de redex ( ). El

conjunto de (aquellos preredexes que ni son Ω ni son esquemas

de redexes) de un SR

T se denota como ( ). T ambi ´ en definimos el conjunto

( ) = ( ) ( ) de subt́ erminos de los esquemas de redex

de un SR

T que no son Ω.

reescrib e

= ( )

= [ ( )] ( )

A veces escribiremos tambí en para p oner de manifiesto la regla concreta

: que se ha empleado. Decimos que el redex (o que la o currencia del redex

) ha sido contra ´ ıdo(a) cuando se ha realizado un paso de reescritura que reduce ´ este

(a la o currencia indicada). La para el SR

T es

. El cierre reflexivo y transitivo de se denomina la

para . Si , decimos que es un de . El cierre reflexivo, siḿ etrico y

transitivo de se denota como . La relaci´ on ( ) se define como sigue:

si existe un tal que y . La relaci´ on de reescritura interna es

= . Una (infinita) es una secuencia

de reducci´ on (infinita) aso ciada a la relaci´ on de reescritura en un paso .

Jac96 , SMI95 ]. En el mar c o de esta tesis, ver emos que muchos r esultados imp ortan-

tes son v´ alidos p ar a SR

TEs. En p articular, los r elacionados c on la demostr aci´ on de

terminaci´ on y c ompletitud de los c´ omputos me diante la .

Aunque muchas de las definiciones r elativas a pr opie dades sint´ actic as de los SR Ts

se aplic an tambí en a SR

TEs, no suc e de lo mismo c on sus pr opie dades c omputaciona-

les. Por tanto, en estos pr eliminar es r eferimos to das las definiciones a SR

Ts, asu-

miendo la extensi´ on natur al del c onc epto p ar a SR

TEs.

´

Unic amente cuando la defini-

ci´ on no tenga sentido p ar a SR

TEs lo har emos c onstar expl ´ ıcitamente. En cuanto a

los r esultados est´ andar, los c onsider ados en estos pr eliminar es se r efier en, en gener al,

a SR

Ts. Puesto que as ´ ı se encuentr an formulados en las r efer encias apuntadas, no

se asumir´ a su validez al r eferirlos a SR

TEs salvo que el lo est́ e justific ado. En el r esto

de la tesis, c ada pr op osici´ on har´ a expl ´ ıcito el ´ ambito de aplic aci´ on (SR

Ts o SR

TEs)

del r esultado c orr esp ondiente.

r e dex r e d ex

lhs

esquema de r e dex

pr er e dex

pr er e dexes estrictos

Un t́ ermino se al t́ ermino (a la o c cu-

rr encia ), escrito (o simplemente , ´ o ), si y

, p ar a alguna r e gla , o curr encia y sustituci´ on .

r elaci´ on de r e escritur a en un p aso

r elaci´ on de r e escritur a

r e ducto

joinability

se cuencia (o derivaci´ on) de r e escritur a

□ u

u

u

n

n

Σ

Ω

Σ 1

1 Σ

Demostraci ´ on

′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′

′

R

′ ′

Lema 2.3.3

Lema 2.3.4 f(a,b) f( , )

f(a,b) f(x,x)

´

2.3.1 Clases de sistemas de reescritura

→ →

→ → ⟨ ⟩

∈ |

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

↓

R

∈ R

R ∈ R

≥

≥

R ∈ T

→ ∈ ∈ ∈ \{ }

∈ T ∈

∉

R ∈

R

R ∈ R l r l r

σ l σ l r σ r

α l r α l r σ l σ r , σ r

u O l l l σ

α α u ϵ

u ϵ t, s t s t, s

t s

l L l

l hs

t l L

t l t l

l hs

, R t , V t σ l

l r R σ , V u O t ϵ

s , V σ , V t s σ l

u O l t C t , . . . , t l

C x , . . . , x u O l u

ϵ

l hs l L

l r enombr amiento

p ar cr ´ ıtic o

umg

cubrimiento overlay

trivial c onver gente

GR b´ asic os gr ound

LL

line ales p or la izquier da left-line ar

Se a un SR

TE line al p or la izquier da. Se a un t́ ermino y .

Entonc es, si y s´ olo si es un r e dex de .

s´ olo

si

orto gonal ortho go-

nal OR T

cuasi orto gonal

almost ortho gonal

Se a un SR

T cuasi orto gonal, tal que

p ar a alguna y Subst . Si , entonc es, p ar a to do

, existe una Subst tal que .

d́ ebilmente orto gonal we akly

ortho gonal

normal p or la izquier da left-normal

26

Una regla es un de si existe una sustituci´ on de renom-

bramiento tal que = ( ) y = ( ). Dos reglas (renombradas si es preciso)

: y : definen un ( )[ ( )] ( ) si existe una o cu-

rrencia no v ariable ( ) tal que y unifican con (excluimos el caso

trivial = y cuando = ). Un par cr ´ ıtico se denomina un ( )

si = . Un par cr ´ ıtico es si = . Un par cr ´ ıtico es si

.

Denotaremos como al conjunto de SR

Ts ( ), es decir, aqú ellos

cuyas reglas est´ an constituidas p or t́ erminos b´ asicos. Denotaremos como al con-

junto de SR

Ts ( ), es decir, los SR

Ts tales que

para to da ( ), es un t́ ermino lineal. Existe una relaci´ on interesante entre los

esquemas de redexes y las ’s de los SR

TEs lineales p or la izquierda.

( )

La linealidad p or la izquierda es necesaria para demostrar la v alidez del sentido

de la equiv alencia establecida en el lema. Por ejemplo, Ω Ω , p ero

no es un redex de .

Un SR

T lineal p or la izquierda sin pares cr ´ ıticos se denomina (

). Emplearemos para referirnos al conjunto de SR

Ts ortogonales. Si to dos los

pares cr ´ ıticos de un SR

T son cubrimientos triviales, ´ este se denomina

( ).

Los SR

Ts cuasi ortogonales exhib en una propiedad interesante: la contracci´ on de

un redex situado ba jo otro redex no hace que este ´ ultimo deje de serlo (y resp ecto de

la misma ) [Mid97

]. Esto se concreta en el siguiente lema.

= (Σ ) (Σ ) = ( )

(Σ ) ( )

(Σ ) (Σ ) [ ] = ( )

. Si ( ) es evidente, pues = [ ] donde =

[ ] (p or ser lineal p or la izquierda). Si ( ) entonces, dado que =

, habr ´ ıa un par cr ´ ıtico que no ser ´ ıa un cubrimiento, viol´ andose la cuasi ortogonalidad

de .

Si un SR

T s´ olo tiene pares cr ´ ıticos triviales se denomina (

) [KM91].

Un SR

T es ( ) si to da ( ) verifica

que a la izquierda de to da o currencia de un s ´ ımb olo de funci´ on en no hay s ´ ımb olos de

4

5

∗

∗

Σ Σ

4

( )

5

1 2

L

ar f

i

>ϵ

>ϵ

Lema 2.3.5

Lema 2.3.6

2.3.2 F ormas can´ onicas en reescritura

∀ ∈ R ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇒ ∈

R C ⊎ F

C ∈ C

F

∈ F F { ∈ | ∃ → ∈ } C \F

∈ T C

→ ∈ R C ⊎ F

∈ F ∈ T C R

R

→ → · · ·

≥

R − →

R

− → l L , u O l , v O l v u v O l

, R

c

f f f l r R

δ , V

l r R , R , R

l f δ f δ , V

t

t t t t

t i

t c t c

t s t

s

t

t σ l

l

valor

he ad-

normal form r o ot-stable term

ne c esaria

r o ot-ne e de d c omputation

he ad-normal form

estabilizaci´ on

LN

LN

c onstructor es

definidos

t́ erminos c onstructor es valor es

disciplina de c onstructor es

b asados en c onstructor es

he ad-normal form

forma estable c onstructor a

Se a un SR

T cuasi orto gonal. Si es estable y , enton-

c es es estable.

Se a un SR

T orto gonal. Si un t́ ermino se r e escrib e a un

r e dex, el p atr´ on del primer o de tales r e dexes es ´ unic o (es de cir, si entonc es

es ´ unic o).

En el contexto de la programací on funcional, suele utilizarse la palabra refirí endose,

´ unicamente, a los t́ erminos constructores b´ asicos (sin v ariables).

Creemos que la elecci´ on de “forma estable” o “t́ ermino estable” como traducci´ on del ingĺ es

o en lugar de una traduccí on literal como “forma normal en cab eza”

est´ a justificada p or la necesidad de emplear terminolog ´ ıa deriv ada de la no ci´ on de forma normal en

cab eza al discutir la no ci´ on de c´ omputo que llev a, de forma , a una forma normal en cab eza

( , ver Secci´ on 2.5). En castellano parece m´ as natural (y conciso) hablar de

secuencias estabilizan tes, c´ omputos necesarios para estabilizaci´ on, etc., que de secuencias que llev an

a forma normal en cab eza, etc.

Por otro lado, otros autores se refieren al pro ceso de obtencí on de una a partir

de un t́ ermino como su [Str89].

27

v ariables, es decir, ( ) ( ) ( ) ( ). Denotamos

la clase de SR

Ts lineales p or la izquierda y normales p or la izquierda como y al

sub conjunto ortogonal como .

Dado un SR

T = (Σ ), siempre p o demos establecer una partici´ on Σ = de

la signatura Σ en un conjunto de s ´ ımb olos que no tienen ninguna

regla de reescr itura aso ciada y un conjunto de s ´ ımb olos (u op eraciones)

, que quedan definidos como sigue: = Σ (

~

) y = Σ .

Los t́ erminos ( ) obtenidos empleando ´ unicamente s ´ ımb olos constructores y

v ariables se denominan (o ).

Al imp oner a las reglas de reescritura la obtenemos una

clase imp ortante de SR

Ts, los SR

Ts . Una regla de reescr itura

de un SR

T = (Σ ) = ( ) cumple la disciplina de constructores

si = (

~

), donde y

~

( ) . Si to das las reglas de un SR

T cumplen

la disciplina de constructores , se dice que es un SR

T basado en constructores (SR T

BC).

Un t́ ermino es estable (o una forma normal en cab eza, ) si no

existe niguna deriv aci´ on = que reescriba a un redex, es decir, tal que

es un redex para alg ´ un 1. En particular, llamaremos

a to do t́ ermino = (

~

) para alg ´ un s ´ ımb olo constructor .

[Mid97]

[Mid97]

( )

→ →

6

7 n

n

n

1

1

1

6

7

1 2

2 +1

2 +1

1

1 2

+1

[ ]

we akly

normalizing

to da

R

∗

{ } { }

∗

′ ′′

{ }

′

{ }

′′

′ ′′

R

2.3.3 Multideriv aciones

´

n

i

U

u

n u

n

u

n u

n

U

n

u

n u

n

u

u v

u v

U W

u,α

Observ aci´ on 2.3.7

Definicí on 2.3.8 (Residuo )

→ → · · · → → · · ·

≥

→

‖ →

‖ → | |

→ → · · · → →

→ → · · · → →

→ { } ≥

→ → → · · · →

→

→

→ →

→ →

→ →

R →

→ ∈ ∈ \ t

O t t

t t t

i t

U t t s

t s

A t s A

t t t t

t t t t

t s U u , . . . , u n

t s t t t

t t s

t s

t t t t

t t t t

t s t s

s

, R A t

s α l r R v O t v A

En el caso de la reescritura incondicional, esta definici´ on de forma normal coincide con la de

forma -normal deriv ada de considerar como una relaci´ on de reducci´ on (ver la Secci´ on 2.1.2).

Empleamos este vo cablo para traducir el concepto referido en la literatura como t́ ermino

[Klo92] pues la expresi´ on ‘normalizable’ manifiesta suficientemente que se trata de un

t́ ermino susceptible de ser reducido a una forma normal, aunque ello no tiene p orqú e suceder con

secuencia de reducci´ on que arranque en dicho t́ ermino.

estabilizable

forma normal r e ducible

normalizable

estabilizante normalizante

normalizante

r e escritur a p ar alela multiderivaci´ on elemental

Cualquier derivaci´ on pue de ser

c onsider ada c omo una multiderivaci´ on , lo que signific a

que p o demos tr atar las derivaciones c omo si fuer an multiderivaciones. De forma

an´ alo ga, cualquier multiderivaci´ on elemental c on , ,

tiene aso ciada una derivaci´ on e quivalente dada p or

(puesto que las o curr encias de los r e dexes c onsider ados en c ada p aso

elemental de una multiderivaci´ on son disjuntas, el or den de los p asos elementales en

esta se cuencia c orr esp ondiente a es irr elevante), lo que signific a que tambí en

p o demos c onsider ar las multiderivaciones c omo derivaciones.

p ar al lel moves lemma

c onver gen

Se a un SR

T orto gonal y

una derivaci´ on elemental, donde . Se a . El c onjunto

28

Un t́ ermino es si puede reducirse a una forma estable. Un t́ ermino es

una si ( ) = Ø; en caso contrario, decimos que es . Un

t́ ermino es si puede reducirse a una forma normal.

Una secuencia de reescritura (p osiblemente infinita) es

( ) si existe un 1 tal que es una forma estable (normal).

Un SR

T es si to do t́ ermino es normalizable.

En , una contrae, de forma simult´ anea,

un conjunto de o currencias disjuntas de redexes en y esto se denota como

[HL91]. Escribimos cuando la informaci´ on concreta acerca de las o currencias de

los redexes contra ´ ıdos no sea relev ante. Denotamos la longitud de una multideriv aci´ on

: como .

= 0

=

=

Dadas las deriv aciones elementales y (que tambí en son multideriv aciones

elementales si escribimos y ), el prop orciona una

forma can´ onica de definir multideriv aciones elementales, denotadas y

de forma que ambas (en un paso) a un reducto com ´ un [HL91].

[HL91] = (Σ ) :

: ( )

∞

1

8 pmc

1 1 1

( )

8

∈ \

∈

R

R

−

∞

, V ,

, V ,

, V ,

⋃

⋃

{

{ v

w w

w v A

v U

i i

t,s

T ∪ { } ≤

T ∪ { } ≤

T ∪ { } ≤

2.3.4 Reescritura infinita

Lema 2.3.9 (Parallel moves lemma )

|

\

{ } ‖

{ }

{ | | } | ∈

\ \ { } \

\ \

\ \

⊆ \

\

R

\

\

∈ \ \ \ \

{ | ≤ ≤ }

T × T →

T T t A O s

v A v u

v v u i

v v < u ii

u.w .v r x v u.w .v l x V iii

A v

t v A v v v AB

w B v A v

U A v A

A B t B

U O t B A B A

U A

A

B t B A B

A B A t s

u O t u B A B u A B A

t s k t

s k

t, s

t, s r oot t r oot s

min t , s i ar f t f t s f s

d , V , V

d t, s t s

, V , d , V de del r e dex p or es un sub c onjunto de definido c omo sigue:

si

si

si

si y

r esidual

Se a un SR

T orto gonal. Se an y

multiderivaciones elementales que p arten del mismo t́ ermino . Entonc es,

y son multiderivaciones que p arten de y l levan al mismo t́ ermino y, p ar a

to da o curr encia , tenemos .

pmc p m c

pmc

pmc

t́ erminos infinitos

El concepto de t́ ermino infinito puede definirse tambí en, de forma equiv alente, como supremo de

una secuencia creciente de t́ erminos finitos en el conjunto ordenado ( (Σ Ω ) ). Como quiera

que dicho conjunto no es un orden parcial completo, no to da secuencia creciente de t́ erminos tiene

un supremo que identificar con un t́ ermino infinito. Sin embargo, tambí en existe un pro cedimien to

est´ andar (la compleci´ on de ideales) para obtener un orden parcial completo ( (Σ Ω ) ) a

partir de ( (Σ Ω ) ) [Blo76

, Cou80, WWT78].

29

residuos ( )

=

Ø =

( )

( )

= = = ( )

Para cualquier deriv aci´ on no elemental y o currencia de un redex en un t́ ermino

, definimos como sigue: 0 = (0 es la deriv aci´ on v ac ´ ıa), y ( ) =

. El c´ alculo de los residuos de una o ccurrencia redex se extiende a

conjuntos de o currencias disjuntas de redexes como sigue: = . Dadas

dos deriv aciones y , cuyo t́ ermino inicial es y siendo una multideriv aci´ on

elemental que contrae el conjunto ( ), la deriv aci´ on de p or

es la multideriv aci´ on elemental que contrae el conjunto .

[HL91]

( )

( )

( ) ( ) = ( )

Existe una no ci´ on est´ andar de distancia entre dos t́ erminos que puede emplearse

para analizar la convergencia de las secuencias de reescritura infinitas [AN80, Cou83].

Dados dos t́ erminos y , el may or n ´ umero natural tal que to dos los no dos de

y de profundidad menor o igual a est´ an etiquetados con el mismo s ´ ımb olo viene

definido p or la funci´ on ( ), ( rofundidad ´ axima om ´ un) donde:

( ) =

0 si ( ) = ( )

1 + ( ) 1 ( ) si = (

~

) y = ( ~ )

Una distancia : (Σ ) (Σ ) I

R entre t́ erminos finitos se define como sigue:

( ) =

0 si =

2 en otro caso

La compleci´ on ḿ etrica del espacio ḿ etrico ( (Σ ) ) es el conjunto (Σ ) de

. Por tanto, to da secuencia de reescritura infinita de Cauchy que

9

R

R

1 2

+1

1 2

9

1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 i i

ω ω

i

lex

n lex

n

n lex

n

→ → · · ·

≥ ≥

→ → · · ·

→ → · · ·

≥ ≥

R →

→

´

2.3.5 T erminaci´ on y confluencia t t

d i

t t d

t t

t t

d i

t d

t

> A

> >

a , a , . . . , a > b , b , . . . , b

a > b a b

a , . . . , a > b , . . . , b .

Definicí on 2.3.10 (Secuencia fuertemen te convergen te )

Definicí on 2.3.11

Algunos autores utilizan ‘convergen te’ [BD94, DO90, Jou94] (o ‘completo’ [Klo92, Gra96

]) para

referirse a los SR

Ts confluen tes y terminantes y reserv an la palabra ‘can´ onico’ para referirse a los

SR Ts convergentes con algunos requerimientos adicionales [BD94, Jou94].

fuertemente c onver gente

Una se cuen-

cia de r e escritur a infinita es fuertemente c onver gente si, p ar a to do

, existe un ´ ındic e tal que la pr ofundidad de to do r e dex c ontr a ´ ıdo en la

subse cuencia es, al menos, .

Una se cuencia de r e escritur a se denomina

si es fuertemente c onver gente a una forma normal (p osiblemente infini-

ta).

infinitamente normalizante

rp os

extensi´ on lexic o gr´ afic a

r e cursive p ath or derings

30

sea convergente tiene un l ´ ımite que es o bien un t́ ermino finito o bien un t́ ermino

infinito. Kennaway et al. [KKSV95] han desarrollado la no ci´ on de secuencia de rees-

critura (para SR

TEs). En dichas secuenc ias, la profundidad

de los redexes contra ´ ıdos tiende a infinito.

[Mid97 ]

0 1

T o das las secuenc ias de reducci´ on finitas son fuertemente convergentes. Adví ertase

que to da secuencia infinita fuertemente convergente tiene un l ´ ımite

¯

que, necesariamente, es un t́ ermino infinito. Si

¯

es una forma normal, entonces,

para to do 0, existe un ´ ındice 0 tal que la profundidad de to do subt́ ermino no

estable en es, al menos, .

[Mid97] infinitamente

normalizante

Decimos que un SR

TE es si to do t́ ermino admite una

secuencia de reducci´ on infinitamente normalizante.

Un SR

T se llama confluente si es confluente. Un SR

T se llama terminante si

es terminante. Si un SR

T es confluente y terminante, se denomina can´ onico .

De entre los ḿ eto dos de demostraci´ on de la terminaci´ on de un SR

T, recordamos

la t́ ecnica que emplea un tip o esp ecial de ´ ordenes sobre t́ erminos, los ( ).

Si es un orden estricto sobre un conjunto , se define la

de sobre tuplas de elementos como sigue:

( ) ( )

si y s´ olo si , o bien = y

( ) ( )

10

R

R

R

R

R

R

R R

R

R

R

R

1

1

1 1

10

+

I F

+

I F

1 2

I F +1

+

I F

+1

T

≤ ≤

≤ ≤

R

→ ∈ R

R T → T

→ →

→ → → → · · ·

≥ → →

2.4 Estrategias de reescritura

2.4. ESTRA

TEGIAS DE REESCRITURA

r po

r po

m

i i r po i

n r po i

n lex

r po n

r po

r po

r po

i i i i

Definicí on 2.3.12 (Recursive path ordering )

T eorema 2.3.13

>

>

, V

t > s

t f t , . . . , t

t s t > s t i m

s g s , . . . , s t > s i i n

f > g

f g t , . . . , t > s , . . . , s

> >

>

, R >

l > r

l r R

, R , V , V

t t t

t t t t

t s t

s t s t s t t

i t t t t

Existen otras formalizaciones de la no ci´ on de estrategia donde el determinismo no es asumido

impl ´ ıcitamente [BEGKPS87, Mid97].

Se a una signatur a y

un or den estricto (l lamado ) sobr e . Se define un or den sobr e

c omo sigue:

si y s´ olo si y

1. o bien p ar a alg ´ un , c on o

2. , p ar a to do , y o bien

(a) , o

(b) y

Se a un SR

T y una pr e c e dencia bien fundada sobr e

. Si

p ar a to da r e gla de r e escritur a , entonc es es terminante.

determinista

31

[Der87] Σ

precedenc ia Σ

(Σ )

= ( )

= 1

= ( ) 1

= ( ) ( )

La propiedad interesante del orden es que si la precedencia empleada para

definirlo es un orden bien fundado, entonces puede emplearse para demostrar la

terminaci´ on de un SR T.

= (Σ )

Σ

El T eorema 2.3.13 nos p ermitir´ a demostrar la terminaci´ on de algunos de los SR Ts

mostrados en los ejemplos, principalmente en el Cap ´ ıtulo 5.

Con relaci´ on a la demostraci´ on de la propiedad de confluencia de un SR

T, es un

hecho bien cono cido que los SR

Ts (d́ ebilmente) ortogonales son confluentes [HL91,

Klo92].

Una estrategia de reescritura monopaso (multipaso) para un SR T

= (Σ ) es una funci´ on I

F : (Σ ) (Σ ) que verifica

1. I

F ( ) = si es una forma normal y

2. I

F ( ) ( I

F ( )) en otro caso.

Si un t́ ermino que no es una forma normal verifica = I

F ( ) para alg ´ un t́ ermino

, escribiremos ( ). Una secuenc ia de reducci´ on se

denomina una I

F -secuencia si, para to do 1, ( ).

t

11

R

R

11

→

→

→ → →

→ → → →

→ → →

´

f(x,x) x

a b

f(f(a,a),a)

f(f(a,a)

     ,a) f(a,b) f(b,b) b

f(f(a,a)

     ,a) f(a,a) f(a,b) f(b,b) b

f(f(a,a)

     ,a) f(a,a) a b

Observ aci´ on 2.4.1 (Estrategias monopaso y multipaso)

Observ aci´ on 2.4.2 (Estrategias secuenciales y paralelas)

Aunque a veces una estrategia paralela puede fracasar a la hora de obtener una forma normal

donde una estrategia secuencial no lo hace (ver el Ejemplo 7.4 de [AM96]).

32

no p o dremos simular una estrategia multipaso mediante

una estrategia monopaso

parallel-outermost

parallel-outermost

leftmost-outermost

para-

llel outermost no leftmost-

outermost

no

Una estrategia I

F es estabilizante (normalizante) si para to do t́ ermino estabilizable

(normalizable) existe una I

F -secuencia estabilizante (normalizante).

call-by-need

Siguiendo a Antoy y

Middeldorp [AM96] quer emos r e c alc ar la imp ortancia de difer enciar entr e estr ate gias

monop aso y multip aso, de acuer do c on la no ci´ on de estr ate gia intr o ducida. T al c omo

se ~ nalan los autor es, dado que una estr ate gia descrita c omo una funci´ on de t́ erminos en

t́ erminos no tiene ‘memoria’ (no almac ena informaci´ on ac er c a de los p asos de r e escri-

tur a r e alizados pr eviamente)

. L os autor es subr ayan, en p articular, la imp osibilidad de

simular la estr ate gia : c onsider emos el SR T

y el t́ ermino . L a derivaci´ on

pr o c e de de acuer do c on la estr ate gia . Si intentamos emularla me-

diante una estr ate gia monop aso, p or ejemplo me diante una estr ate gia ,

es de cir, r e duciendo, de entr e los m´ as externos, el r e dex situado en el extr emo izquier-

do, deb er ´ ıamos tener esta se cuencia de r e duc ci´ on:

cuyos dos primer os p asos implementan el primer multip aso de la derivaci´ on

anterior. Per o observemos que ´ esta es una derivaci´ on

que pr o c e der ´ ıa c omo sigue:

Esto signific a que el estudio de las estr ate gias multip aso es r e ducible al estudio de

las estr ate gias monop aso.

En estr e cha r elaci´ on

c on la dic otom ´ ıa entr e estr ate gia monop aso y estr ate gia multip aso (y a ve c es c onfun-

dida c on el la) se encuentr a la distinci´ on entr e estr ate gia se cuencial y p ar alela. Sin

emb ar go, existe una difer encia de matiz imp ortante que normalmente est´ a aso ciada a

alguna no ci´ on de eficiencia o utilidad de la estr ate gia en cuesti´ on. T al es la no ci´ on de

r e duc ci´ on normalizante o la de r e duc ci´ on ne c esaria ( ). Como se ~ nalan va-

rios autor es, los sistemas de c´ omputo b asados en la r e escritur a no est´ an (c asi) nunc a

‘obligados’ a efe ctuar r e duc ciones se cuenciales [O’D85]. Es m´ as fr e cuente enc ontr ar

que ciertos sistemas de r e duc ci´ on se ven forzados a eje cutar sus pr o gr amas en p ar alelo

p or que no es p osible definir una estr ate gia de r e duc ci´ on se cuencial que gar antic e un

1 i

n

1 1

1

1 m n

n i j u i

i i i u n u

R

R R R R

R

R R

R R

R

R

R

R

R

R

R

R

T →

T →

{ } ⊆ ‖ ≤ ≤ ̸|

→ ≤ ≤ · · ·

R λ

, R

, , V

, V R

t O t

t O t

t u , . . . , u t α , . . . , α

m n u , . . . , u O t u u i, j n i j t σ l

α l r i n t t σ r σ r

Observ aci´ on 2.4.3 (Estrategias secuenciales sin anticipaci´ on)

Descomp osici´ on de estrategias de reescritura

33

secuenc ialidad

p osibilidad

correcto

lo ok-ahead

En este traba jo emplearemos la palabra ‘secuencial’ en lugar de monopaso y la palabra

‘paralela’ en vez de multipaso al referirnos a estrategias de reescritura.

Cualquier estrategia de reescritura (que p or como didad asumiremos paralela para

formalizar la propiedad siguiente) I

F para un SR

T = (Σ ) puede descomp onerse

en dos comp onentes: I

F = (I P I R ). El comp onente I

P : (Σ ) [ ]

selecciona la lista de o currencias de redexes que deb en reducirse (una lista unitaria

cuando la estrategia es secuencial). El comp onente I

R : (Σ ) [ ] selecciona la

lista de reglas que deb en aplicarse [AM96]. Las funciones I

P y I

R est´ an sometidas

a las siguientes restricciones:

1. I

P ( ) = [ ] si y s´ olo si ( ) = Ø, es decir, la estrategia siempre reduce algo,

salvo cuando es una forma normal ( ( ) = Ø).

2. Si I

P ( ) = [ ] entonces, asumiendo que I

R( ) = [ ], se tiene

que = , ( ), para 1 , = , y = ( )

para la regla : cuando 1 , y I

F ( ) = [ ( )] [ ( )] .

Para SR

Ts d́ ebilmente ortogonales, la estrategia I

F viene determinada p or completo

p or el comp onente I

P [AM96], aunque no de forma un ´ ıvo ca en el caso general. S´ olo

si el SR

T es ortogonal, la elecci´ on de un redex concreto p or I

P fija una y s´ olo c omp ortamiento c orr e cto (normalizante u ´ optimo). Este es el sentido asignado a la

p alabr a en los tr ab ajos de Huet y Ĺ evy y otr os, tanto en el c amp o de

la r e escritur a c omo en el -c´ alculo [HL79, HL91]. L as estr ate gias se cuenciales son

monop aso. El asp e cto crucial de ´ estas es la de definirlas (r e c or demos,

p ersiguiendo alc anzar un c omp ortamiento p ar a ´ estas) y ese fue el pr oblema

princip al analizado p or Huet y Ĺ evy en [HL79, HL91].

Otr o asp e cto de

inteŕ es en el an´ alisis de las estr ate gias de r e escritur a se cuenciales es el pr oblema de

definir ´ estas de forma efe ctiva y emple ando la menor c antidad de informaci´ on p osible

ac er c a del ‘futur o’ de las derivaciones que pue den p artir del t́ ermino sobr e el que es-

tamos de cidiendo c´ omo r e alizar el siguiente p aso de r e duc ci´ on. Esto se c ono c e c omo

el pr oblema de definir estr ate gias de r e escritur a sin anticip aci´ on ( ). Desde

un punto de vista formal, esto pue de formularse c omo el pr oblema de definir estr a-

te gias de r e escritur a sin tener en cuenta to da la informaci´ on de las p artes der e chas

(que p o demos entender que r epr esentan “el futur o” de la derivaci´ on). Dicho pr oblema

fue r esuelto p or Huet y Ĺ evy me diante la intr o duc ci´ on del c onc epto de se cuencialidad

fuerte [HL91, KM91 ] (ver la Se c ci´ on 2.5.3).

Oc c

R

R

R

R

R

′ ′

R

R i k

i k i

i

i

j j i

1

I F 1 I F

1 2

+1

∈ { } → →

R

→ → · · ·

≥

≥

→

´

2.4.1 Estrategias de reducci´ on infinita

R

t f t , . . . , t , . . . , t

i , . . . , k t f t , . . . , t , . . . , t t t

t t

i

s t j i

t t s t

Estrategias estabilizantes y estrategias normalizantes

Definicí on 2.4.4

Definicí on 2.4.5

Definicí on 2.4.6 cualquier

indep endientes del c ontexto c ontext-fr e e

Una estr ate gia de r e duc ci´ on se cuencial se denomina

si p ar a to da forma estable e ´ ındic e

, tal que , se verific a que .

Una se cuencia de r e escritur a infinita que no es infinita-

mente normalizante se denomina .

Una estr ate gia de r e escritur a p ar a un SR

T se l lama

si no existen se cuencias de -r e escritur a p erp etuas que arr anquen de t́ erminos

que admiten una se cuencia de r e escritur a infinita.

Una se cuencia de r e escritur a infinita se

denomina ( ) si, p ar a to do y to do subt́ ermino maximal no estable

de que tiene un r e ducto estable, existe un tal que la o curr encia del r e dex

c ontr a ´ ıdo en el p aso est´ a p or deb ajo de la o curr encia de en .

34

una regla seleccionada p or I

R para reducir ese redex. En el caso de los SR

Ts cuasi

ortogonales y d́ ebilmente ortogonales to dav ´ ıa p ersiste cierto indeterminismo, aunque

se asegura que, cuando se d́ e la p osibilidad de aplicar v arias reglas, el t́ ermino que

reemplazar´ a al redex estar´ a un ´ ıvo camente determinado sea cual sea la regla selec-

cionada para reducirlo. Por tanto, el indeterminismo en la elecci´ on de una regla de

reescritura puede romp erse sin m´ as que imp oner un orden total arbitrario sobre el

conjunto de las reglas del SR

T y escoger la primera regla de acuerdo con ese orden.

Por como didad, en lugar de mantener la formulaci´ on de los comp onentes I P y

I R de una estrategia como funciones que devuelven listas de o currencias y listas

de reglas resp ectiv amente, sup ondremos que devuelven conjuntos de o currencias y

conjuntos de reglas. Esto no sup one ning ´ un problema cuando los SR

Ts involucrados

son d́ ebilmente ortogonales.

Ba jo ciertas condiciones, las estrategias estabilizantes pueden ser empleadas para

obtener la forma normal de un t́ ermino. Middeldorp ya advirti´ o sobre la imp osibi-

lidad de utilizar estrategia de estabilizaci´ on como estrategia normalizante:

si queremos asegurar esto, deb emos restringirnos a las estrategias de estabilizaci´ on

( ).

[Mid97 ] I F

indep endiente del contexto = ( )

1 ( )

En esta secci´ on presentamos las definiciones y resultados sobre estrategias de reescri-

tura infinita que emplearemos en la tesis.

[Mid97 ]

p erp etua

I F infinitamente normali-

zante I F

[Mid97 ]

equitativ a fair 1 t

t

12

13

12

13

R

R

R

R

R

R

R

R

R

2.5 Reducciones necesarias

2.5. REDUCCIONES NECESARIAS

T eorema 2.4.7

T eorema 2.4.8

T eorema 2.5.1 infinitamente normali-

zante y e quitativa infinitary fair-normalizing

Se a un SR T c onfluente. T o da estr ate gia de r e duc ci´ on

estabilizante e indep endiente del c ontexto p ar a es infinitamente normalizante y

e quitativa.

Se a una estr ate gia de r e escritur a estabilizante e inde-

p endiente del c ontexto p ar a un SR T c onfluente . El l ´ ımite de to da -se cuencia de

r e escritur a infinita fuertemente c onver gente c ontiene una p arte estable infinita.

ne c esario ne e de d

Se a un SR

T orto gonal. T o do t́ ermino que no es una forma

normal c ontiene un r e dex ne c esario p ar a su normalizaci´ on.

r e duc ci´ on ne c esaria

Recientemente Durand y Middeldorp han propuesto una no ci´ on de redex necesario que es in-

dep endiente del concepto de residuo de un redex. Puesto que la definici´ on de residuo de un redex

genera algunos problemas cuando los SR

Ts considerados no son ortogonales (ver [O’D95]), al lib e-

rar la definici´ on de redex necesario del concepto de residuo, los autores consiguen aplicarla a SR Ts

generales. Ambas no ciones son equiv alentes para SR

Ts ortogonales [DM97].

En contraste con el an´ alisis realizado p or Huet y Ĺ evy , en la teor ´ ıa desarrollada p or Durand

y Middeldorp no existen, p or el momento, resultados similares a los T eoremas 2.5.1 y 2.5.2 que

garanticen la existencia de redexes necesarios (seg ´ un la nuev a no ci´ on de redex necesario) en el seno

de t́ erminos reducibles ni tamp o co que la reducci´ on de dichos redexes sea normalizan te. Esto complica

la definici´ on de estrategias de reducci´ on necesarias y

, a ´ un en el caso de que pudieramos hacerlo, el

garantizar que sean normalizantes.

35

Una estrategia de reescr itura I

F para un SR

T se denomina

( ) si no hay I

F -secuencias de reescr itura

p erp etuas y equitativ as que parten de t́ erminos que admiten una secuencia de reescri-

tura infinitamente normalizante. Pese a su nombre, pues, las estrategias infinitamente

normalizantes y equitativ as, no tienen p orqú e ser equitativ as.

[Mid97]

Sin el requerimiento de equidad para una estrategia estabilizante, indep endiente del

contexto e infinitamente normalizante y equitativ a, no siempre se obtiene una forma

normal, sino s´ olo una parte estable infinita.

[Mid97] I F

I F

Un redex en un t́ ermino es ( ) si es contra ´ ıdo, ´ el mismo o alguno

de sus residuos , en cualquier secuencia de normalizaci´ on de [HL91, KM91]. El

resultado fundamental establecido p or Huet y Ĺ evy es el siguiente.

[HL91]

Este teorema abre la p osibilidad de definir estrategias necesarias, es decir, que s´ olo

reduzcan redexes necesarios. Las secuenc ias de reducci´ on que s´ olo contraen redexes

necesarios se denominan secuenc ias de . Estas secuencias exhib en

una propiedad imp ortante .

t

t

. . .

t

t

R

R

→

→

→ → · · ·

R

´

T eorema 2.5.2

Ejemplo 2.5.3

T eorema 2.5.4 f(x) g(f(x))

a a

f(a) a

f(a) f(a)

g(g(g( )))

f(a) g(f(a))

Se a un SR

T orto gonal y un t́ ermino normalizable. T o da

se cuencia de r e duc ci´ on r ep etitiva de r e dexes ne c esarios que p arta de es normalizante.

Consider emos el SR

T [Mid97]:

El t́ ermino no tiene forma normal. Por tanto, el r e dex es ne c esario. Sin

emb ar go, la r e duc ci´ on r eiter ada de dicho r e dex:

no pr o duc e la forma normal infinita . A ´ un m´ as, ni siquier a obtiene una

forma normal en c ab eza de c omo .

c´ omputo ne c esario p ar a la estabilizaci´ on r o ot-ne e de d c omputation

Se a un SR

T orto gonal. T o do t́ ermino no estable c ontiene

un r e dex ne c esario p ar a su estabilizaci´ on.

c onjunto ne c esario de r e dexes ne c essary set of r e dexes

36

[HL91]

La reducci´ on necesaria no es ´ util a la hora de obtener la forma estable o la forma

normal infinita de un t́ ermino puesto que, p or definici´ on, to do redex en un t́ ermino

que no tiene forma normal es necesario.

La no ci´ on de ( ) ofrece

un marco formal adecuado para definir secuenc ias de reducci´ on estabilizantes, norma-

lizantes e infinitamente normalizantes [Mid97

]. Un redex contenido en un t́ ermino

es necesario para su estabilizaci´ on si es contra ´ ıdo, ´ el mismo o alguno de sus residuos,

en cualquier secuencia de reducci´ on que, partiendo de , obtenga una forma estable

suya. De forma an´ aloga al resultado establecido p or Huet y Ĺ evy para los c´ omputos

necesarios para normalizaci´ on (T eorema 2.5.1), Middeldorp demuestra lo siguiente.

[Mid97]

Los t́ erminos estables no contienen redexes necesarios para su estabilizaci´ on y to do

redex presente en un t́ ermino que no tiene forma estable es (trivialmente) necesario

para estabilizarlo.

Existe una relaci´ on clara entre ambas no ciones de c´ omputo necesario (para nor-

malizaci´ on y para estabilizaci´ on): los redexes necesarios para estabilizar subt́ erminos

maximales no estables son necesarios para normalizar el t́ ermino que los contiene.

Dado que para SR

Ts ortogonales generales no es p osible decidir si un redex contenido

en un t́ ermino es necesario para normalizar ´ este, Sek ar y Ramakrishnan sugirieron

aso ciar a cada t́ ermino un ( )

para la normalizaci´ on en lugar de un solo redex necesario [SR93]. Este concepto pro-

p orciona una no ci´ on significativ a de c´ omputo necesario para SR

Ts cuasi ortogonales.

Un conjunto de necesario redexes (para la normalizaci´ on) es un conjunto de redexes

Ω

14

14

Ω

Ω Ω

s´ olo

2.5.1 -reducci´ on

R

R

→

→ ̸∈ R

↑ ∈ T ∪ { } ≤ ≤

R t

t

t

t

C t C t l L

t l s , V t s l s

T eorema 2.5.5

T eorema 2.5.6

T eorema 2.5.7

Por tanto, no es lo mismo un conjunto de redexes necesario (que puede contener redexes nece-

sarios y otros que no lo son) que un conjunto de redexes necesarios (un conjunto que contiene

redexes necesarios).

Se a un SR

T BC cuasi orto gonal. T o do t́ ermino que no es

una forma normal c ontiene un c onjunto ne c esario de r e dexes p ar a su normalizaci´ on.

r e duc ci´ on de c onjuntos ne c esarios

Se a un SR

T BC cuasi orto gonal y un t́ ermino normali-

zable. T o da se cuencia de r e duc ci´ on r ep etitiva de c onjuntos ne c esarios de r e dexes que

p arta de es normalizante.

estabilizaci´ on

c onjunto ne c esario de r e dexes p ar a la estabilizaci´ on

de c onjuntos

ne c esarios p ar a la estabilizaci´ on

Se a un t́ ermino estabilizable. No existen se cuencias de r e-

duc ci´ on p ar alela que, p artiendo de , r e alic en un n ´ umer o infinito de p asos de r e duc ci´ on

de c onjuntos ne c esarios p ar a su estabilizaci´ on.

37

tal que uno de los redexes de dicho conjunto, o alguno de sus residuos, deb e ser re-

ducido en cada secuencia de reducci´ on normalizante . De nuevo tenemos algunos

resultados fundamentales acerca de esta nuev a idea.

[SR93]

Las secuenc ias de reducci´ on que s´ olo contraen conjuntos necesarios de redexes se

denominan secuencias de . Estas secuencias exhib en

una imp ortante propiedad.

[SR93]

Sek ar y Ramakrishnan prop orcionaron un algoritmo para obtener conjuntos necesa-

rios de redexes para SR

T BCs ortogonales. Por tanto, su no ci´ on de necesidad se puede

computar de forma efectiv a en el caso general (aunque el c´ alculo es complejo).

Middeldorp aplica la no ci´ on de conjunto necesario de redexes a la de

t́ erminos. Un es un conjunto de

redexes tal que, al menos uno de los redexes de ese conjunto, o uno de sus residuos,

ser´ a reducido en cada deriv aci´ on a una forma estable. La contracci´ on reiterada de con-

juntos necesarios de redexes para la estabilizaci´ on se denomina reducci´ on

.

[Mid97]

La reducci´ on de conjuntos necesarios para la estabilizaci´ on es estabilizante para SR Ts

cuasi ortogonales. En particular, la contracci´ on rep etida de redexes necesarios para

la estabilizaci´ on es estabilizante para SR

Ts ortogonales.

Se define la relaci´ on de reducci´ on (llamada Ω-reducci´ on, [KM91]) sobre Ω-t́ ermi-

nos como sigue: [ ] [Ω] si = Ω y existe un esquema de redex ( ) tal

que , es decir, existe un (Σ Ω ), tal que y . Esta definici´ on

es p erfectamente v´ alida si es un SR TE.

□

1 1

Ω

Ω

∗

∗ ′ ∗

′ ′ ′

′

∗ n n j j

j j j j

u u

u

u

u u u

u u u

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

2.5.2 Apro ximaci´ on de formas estables

∈ T ∪ { } ↑

≤ ≤ ≤

≥

→

→

R ∈ T ∪ { }

≤

|

≤ ⇒ ≤

→ ⇒ ≤

→ → →

→ ∈

≤ ≤ ≤

≤ ≤

R

→ → →

Lema 2.5.8

Prop osici´ on 2.5.9

Prop osici´ on 2.5.10 t, l , V t l C

t C t , . . . , t l C l , . . . , l j j n t l

t t l l

ω t

t ω t ω t

, R t , V

ω t t

ω t ω t ω t

t s ω t ω s

t s ω t ω s

n

t s n n > t t s

t t σ l l r R ω t

ω t σ l ω t ω σ l ω t

t t σ r t ω t ω t ω t ω t

ω t ω s

t ω t

t

t

t ω t

t t σ l σ r l r

Se an . Si , existe un c ontexto m´ aximo , tal

que , y, p ar a to do , , o bien (y

entonc es ) o bien (y entonc es ).

Se a un SR

TE. Se a . En-

tonc es,

1.

2.

3.

4.

fuertemente estable str ong he ad-normal form

Se a un SR

TE. Si es una forma fuertemente estable, enton-

c es es estable.

38

(Σ Ω ) [ ]

= [ ] = [ ] 1

= Ω = Ω

La relaci´ on de reducci´ on es confluente y terminante para SR

Ts arbitrarios [HL91,

KM91] y dicho resultado se extiende sin dificultad a SR

TEs. Sea ( ) la forma -

normal de . Claramente, (Ω) = Ω y

, siempre que es un redex, ( ) = Ω.

[KM91] = (Σ ) (Σ Ω )

( )

( ) = ( [ ( )] )

( ) ( )

( ) ( )

. Aunque las propiedades 1 a 3 fueron demostradas en [KM91] para

SR Ts, la demostraci´ on no dep ende de la ausencia de v ariables extra. Por tanto, las

propiedades se extienden a SR

TEs sin problemas.

Demostramos el apartado 4 p orque lo hemos formulado de manera un tanto dife-

rente a como aparece en [KM91].

Realizamos la demostraci´ on p or inducci´ on sobre la longitud de la deriv aci´ on

. Si = 0, es inmediato. Si 0, sea . De acuerdo con

el apartado 2, y puesto que = [ ( )] para alguna , tenemos ( ) =

( [ ( )] ) = ( [ ( ( ))] ) = ( [Ω] ). De acuerdo con el apartado 3, y puesto

que [Ω] [ ( )] = , tenemos que ( [Ω] ) ( ). Por tanto, ( ) ( ).

Por la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) ( ) y

, p or transitividad de , concluimos la

demostraci´ on.

Dado que es indecidible si un t́ ermino es estable o no [Ken94, Mid97], deb emos buscar

aproximaciones a ´ estas. La Ω-reducci´ on nos ofrece una op ortunidad para ello: un

t́ ermino es (una forma) ( ) si ( ) = Ω.

. Por contradicci´ on. Si es fuertemente estable, entonces ( ) = Ω.

Si no es estable, existe una deriv aci´ on ( ) ( ) para alguna regla del

□

□

~

~

~ ~ ~ ~

~ n i

n

n

n

n

u

u u u

Ω Ω

Ω Ω

1

1

1

1

1 Σ

Ω

Demostraci ´ on f(a) a

b c

f(b)

f(b) f( )

f(b)

≤

R

→

→

→ →

→ →

∈ T ∪ { }

≤ ≤

R

∈

| ∈ R

| ≤ | | ↑

Ejemplo 2.5.11

Prop osicí on 2.5.12

Lema 2.5.13 ω t ω σ l ω t

ω

t

ω t

t ω t t ω t

C C

t , V

t C t , . . . , t C , . . . , t

i n

C

, R C , C , . . . , C

C C , . . . , C

t C C , . . . , C

C , . . . , C u O C

t l L

C t C l ω C < C

C

t f t f

t C

Se a el SR T :

El t́ ermino es estable, p er o no fuertemente estable:

y, p or tanto, .

r ´ ıgido rigid fr´ agil soft

T o do t́ ermino pue de desc omp onerse

de forma ´ unic a c omo tal que es r ´ ıgido y c ada es fr´ agil

p ar a .

Se a un SR

TE y c ontextos r ´ ıgidos.

Entonc es, es un c ontexto r ´ ıgido.

39

SR TE. Por la Prop osici´ on 2.5.9, ( ) ( ( )) = Ω. Por tanto ( ) = Ω, lo cual es

una contradicci´ on.

En general, la afirmaci´ on contraria no es cierta, es decir, no to da forma estable es

fuertemente estable.

Ω Ω

( ) = Ω

Puesto que comprobar si un t́ ermino es fuertemente estable consiste en obtener su

forma -normal ( ) (que debido a que es confluente y terminante siempre

puede obtenerse en tiemp o finito) y comprobar que difiere de Ω, en virtud de la

Prop osici´ on 2.5.10, la estabilidad fuerte constituye una aproximaci´ on decidible a la

estabilidad.

Un t́ ermino es ( ) si ( ) = y ( ) si ( ) = Ω [Klo92 ].

T ambi ´ en decimos que un contexto [ ] es r ´ ıgido si [Ω] es un t́ ermino r ´ ıgido.

[Klo92

] (Σ Ω )

= [ ] [Ω Ω]

1

Observemos que el contexto [ ] a que se refiere la Prop osici´ on 2.5.12 no contiene

o currencias de Ω. A continuaci´ on demostramos que la rigidez es comp osicional, un

resultado que emplearemos m´ as adelante.

= (Σ ) [ ] [ ] [ ]

[ [ ] [ ]]

. Por contradicci´ on. Si = [ [ ] [ ]] no es r ´ ıgido, puesto

que los [ ] [ ] lo son, concluimos que existe una o currencia ( [Ω])

tal que es compatible con alg ´ un esquema de redex ( ). Por tanto, dado

que [Ω] , tambi ´ en tenemos [Ω] . Por tanto, ( [Ω]) [Ω] lo cual

significa que [Ω] no es r ´ ıgido.

Los t́ erminos r ´ ıgidos pueden considerarse como generalizaciones de las formas estables.

Si = (

~

) es estable, el s ´ ımb olo en cab eza no puede ser eliminado p or reducciones

p osteriores sobre . De forma similar, si [ ] es un contexto r ´ ıgido y existen t́ erminos

□

15

′

′

R

Demostraci ´ on

1 1

1

1

1

1 1

1

1 1

15

Ω

Ω n n

n

n

n

n n

i

n

n n

u

u

u u

´

R ∈

T

≤ ≤

R ∈ T ∪ { }

∈ • •

| • I

I { ∈ | • | •}

∈ T

∈

2.5.3

´

Indices fuertemen te secuenciales

Lema 2.5.14

Definicí on 2.5.15

Observ aci´ on 2.5.16 t , . . . , t t C t , . . . , t C

t C

n C t , . . . , t

C t , . . . , t

, R C t , . . . , t

, V C t , . . . , t t , . . . , t

t i n t

C t , . . . , t

t , . . . , t C t , . . . , t

, R t , V

u O t t t u

t ω t t t

t u O t ω t

t , V

u O t t

El concepto de ´ ındice secuencial, que constituye el punto de partida del an´ alisis de computabili-

dad de la no ci´ on de necesidad realizado p or Huet y Ĺ evy corresp onde al concepto m´ as general (p ero

ecnicamente m´ as complejo) de ´ ındice de un predicado secuencial intro ducida p or Kahn y Plotkin

[KP78, KP93].

Se a un SR

TE y un c ontexto r ´ ıgido. Se an

. Entonc es, es una forma normal si y s´ olo si c ada es

una forma normal.

s´ olo si

si

fuertemente fuertemente

Se a un SR

T, y

. Se a un nuevo s ´ ımb olo c onstante y . De cimos que es un

de si y s´ olo si . Denotamos c omo el c onjunto de ´ ındic es de :

.

Dado un t́ ermino (sin -o curr encias), c ompr ob a-

mos si una o curr encia de un r e dex en c orr esp onde a un ´ ındic e, aplic ando

40

tales que = [ ], entonces [ ] represe nta una parte inv ariable

de resp ecto a reducciones ulteriores. Un contexto r ´ ıgido [ ] tambí en tiene la

siguiente propiedad: si rellenamos los huecos de [ ] con formas normales ,

obtenemos una forma normal [ ].

= (Σ ) [ ]

(Σ ) [ ]

. La parte se demuestra f´ acilmente p or contradicci´ on, puesto

que si hay un , para alg ´ un 1 , que no es una forma normal, entonces =

[ ] no es una forma normal. Para la parte advertimos que, siendo formas

normales, son contextos r ´ ıgidos. As ´ ı pues, p or el Lema 2.5.13, [ ]

es r ´ ıgido y

, p or tanto, una forma normal.

Huet y Ĺ evy definieron la no ci´ on de redex secuenc ial o redex

necesario como una aproximaci´ on decidible a los redexes necesarios (para normaliza-

ci´ on) [HL91]. Los ´ ındices son o currencias esp eciales que lo calizan dichos redexes

fuertemente necesarios (para la normalizaci´ on). Para discriminar qú e o currencias

corresp onden a ´ ındices y cu´ ales no, empleamos la Ω-reducci´ on.

La no ci´ on de necesidad, tal como la definieron Huet y Ĺ evy , no tiene sentido fuera

del contexto de los SR

Ts ortogonales puesto que, una vez abandonada la ortogonali-

dad, no puede asegurarse que to do t́ ermino tenga un redex necesario si bien algunos

autores han propuesto extensiones de la no ci´ on de necesidad aplicables a SR

Ts m´ as

generales (y tambí en a SR

TEs) [DM97, O’D95, SR93]. Sin embargo, la no ci´ on de

´ ındice en s ´ ı misma (desligada de su car´ acter de aproximaci´ on computable de los rede-

xes necesarios) ha sido empleada p or T oyama para definir estrategias normalizantes

para SR

Ts lineales p or la izquierda con p osible presencia de pares cr ´ ıticos [T oy92 ].

[JS94, T oy92

] = (Σ ) (Σ Ω )

( ) = [ ]

´ ındice ( ) = ( )

( ) = ( ) ( [ ] ) =

(Σ ) Ω

( )

1

Ω

′ ′

′

R u

u

u u

u

n i

i v u i

∈

R ∈ T ∪ { }

∈ I ∈ I ∈ I |

∈ I ≤ ∈ I

R

≤ ≤

| ∈ I ∈ I

R

2.5.4 Sistemas fuertemen te secuenciales t

u O t u t

, R t , V

u.v t u t v t

u t t t u t

, R

t C t , . . . , t C , . . . , t i n

t C t v t u.v t

t

t

O t

O t

t

Prop osicí on 2.5.17

Prop osicí on 2.5.18

Definicí on 2.5.19

Observ aci´ on 2.5.20 la definici´ on anterior al t́ ermino . En gener al, dir emos que una o curr encia cual-

quier a es un ´ ındic e si es un ´ ındic e de .

Se a un SR

T y .

Si , entonc es y .

Si y , entonc es .

Se a un SR

T. Consider emos el t́ ermi-

no tal que es r ´ ıgido y los , son fr´ agiles. Se a

. Si , entonc es .

Un SR

T line al p or la izquier da es fuertemente se cuencial

si to da forma -normal c ontiene un ´ ındic e.

L a se cuencialidad fuerte ha sido estudiada c on r elaci´ on a SR Ts

c on variables extr a, es de cir SR

TEs [Com95, DM97 , Jac96]. Por tanto, estamos auto-

rizados a c onsider ar SR

TEs fuertemente se cuenciales (gener alizando las Definiciones

2.5.15 y 2.5.19).

SS

SS

r e duc ci´ on de ´ ındic es

41

[Ω]

( ) [Ω]

Algunas propiedades est´ andar de los ´ ındices ser´ an ´ utiles m´ as adelante.

[JS94] = (Σ ) (Σ Ω )

(1) ( ) ( [Ω] ) ( )

(2) ( ) ( [Ω] )

[Klo92

, KM91] = (Σ )

= [ ] [Ω Ω] 1

= [Ω] = ( ) ( )

T anto la Definici´ on 2.5.15 como las Prop osiciones 2.5.17 y 2.5.18 son aplicables a

SR TEs.

Los sistemas de reescritura fuertemente secuenciales son la clase de SR

Ts que verifican

la siguiente propiedad: en to do t́ ermino que no est´ a en forma normal, siempre

p o demos encontrar un redex situado sobre un ´ ındice. Una forma Ω-normal es un

Ω-t́ ermino sin redexes (es decir, ( ) = Ø) que contiene al menos una o currencia

de Ω (es decir, ( ) = Ø). El reemplazamiento de to dos los redexes externos en un

t́ ermino p or s ´ ımb olos Ω pro duce una forma Ω-normal.

[JS94]

Ω

Jouannaud y Sadfi demostraron que la secuencialidad fuerte de los SR

Ts lineales p or

la izquierda era decidible [JS94] (y Comon extendi´ o el resultado a SR

TEs lineales p or

la izquierda [Com95

]). Escribiremos para referirnos a la clase de SR

Ts fuertemente

secuenciales y lineales p or la izquierda y para referirnos al sub conjunto ortogonal

estudiado p or Huet y Ĺ evy [HL91, KM91]. Una estrategia (tal vez no determinista)

que siempre contrae redexes situados sobre ´ ındices se llama .

Dichas estrategias s´ olo pueden ser definidas para SR

TEs fuertemente secuenciales

puesto que otras clases de SR

TEs no garantizan que to do t́ ermino que no sea una

forma normal contiene un redex situado sobre un ´ ındice.

′

′ ′

T

T

0 (Σ )

0 (Σ ) +1

⟨ ⟩ →

→ ≥ →

→ → → ∘ →

T eorema 2.5.21 t, s t t

s t t k id

id ϵ

k

ϵ

k ϵ

,V

ϵ

,V ϵ

k ϵ ϵ

k

´

uniformemente c onver gente

a la r a ´ ız r o ot-b alanc e d joinable

uniformemente c onver gente a la r a ´ ız

L a r e duc ci´ on de ´ ındic es es normalizante p ar a SR

Ts line ales

p or la izquier da, fuertemente se cuenciales y uniformemente c onver gentes a la r a ´ ız.

L a r e duc ci´ on de ´ ındic es es normalizante p ar a SR

Ts orto gonales y

fuertemente se cuenciales

42

La reducci´ on de ´ ındices es normalizante para SR

Ts lineales p or la izquierda, fuer-

temente secuenciales y convergentes a la ra ´ ız. Un SR

T es

( ) si to dos sus pares cr ´ ıticos son uniformemente conver-

gentes a la ra ´ ız. Un par cr ´ ıtico es si

y para alg ´ un y 0, donde es la identidad (considerada como

relaci´ on), es decir, = y = [T oy92 ].

[T oy92 ]

La clase de SR

Ts lineales p or la izquierda y uniformemente convergentes a la ra ´ ız

incluye los SR

Ts d́ ebilmente ortogonales y

, p or tanto, los SR

Ts cuasi ortogonales y los

ortogonales. De esta manera, p or lo que resp ec ta a las propiedades de normalizaci´ on

de las secuencias de reducci´ on de ´ ındices, este teorema incluye el resultado est´ andar

de Huet y Ĺ evy: “

” [HL91].

43

P arte I

Propiedades computacionales

b́ asicas de la reescritura

sensible al con texto

´ ıtulo 3

rsc

rsc

rsc

s ´ ımb olos

estructur a

La reescritura sensible al

con texto

3.1 F unciones de reemplazamien to y o currencias re-

emplazan tes

En este cap ´ ıtulo presentamos la restricci´ on de la reescritura que denominamos rees-

critura sensible al contexto.

La Secci´ on 3.1 define el concepto de funci´ on de reemplazamiento, dota de una

estructura algebraica b´ asica al conjunto de funciones de reemplazamiento definibles

para una signatura dada e intro duce el concepto de o currencia reemplazante.

La Secci´ on 3.2 estudia las propiedades fundamentales de las o currencias reempla-

zantes sobre to do en conexi´ on con el pro ceso de reescritura restringida.

La Secci´ on 3.3 define la relaci´ on de reescr itura sensible al contexto ( ) y establece

sus propiedades b´ asicas.

La Secci´ on 3.4 ofrece algunos ejemplos de aplicaci´ on.

La Secci´ on 3.5 describ e algunas propuestas de restricci´ on de la reescritura similares

a la .

En la se restringen los reemplazamientos que est´ a p ermitido realizar en las se-

cuencias de reescritura. Dicha restricci´ on se define en dos etapas. En primer lugar,

se establecen las restricciones de reemplazamiento a nivel b´ asico, sobre los

de funci´ on de la signatura. Sobre esta base, se establecen las restricciones a nivel de

la de los t́ erminos que intervienen en las secuencias de reducci´ on.

Las restricciones de reemplazamiento aso ciadas a las p osiciones argumentales de

los s ´ ımb olos de la signatura se imp onen mediante una funci´ on de reemplazamiento.

45 ar f

i k

n

n

n j j

ar f

⊥

⊥

⊥

⊥

′

′ ′

′

′

′

⊥ ⊤ ⊥ ⊥

⊤ ⊤

+

( )

1

1

1 2

1

Σ

Ø

Σ

Σ

Σ Σ

Σ

Σ

+

( )

→ P

∈ ⊆

∉

{ }

· · ·

⟨ ⟩ ≤ ≤

{ }

⊑

⊆ P

∈ ⊑

⊑ ⇔ ∀ ∈ ⊆

⊑

P ⊆ ∪ ∩

⊑ ⊆

⊑ ⊔ ⊓ ∈

∈

⊔

CAP ´ ıTULO 3. LA REESCRITURA SENSIBLE AL CONTEXTO

μ

f μ f

μ f

f

t f t , . . . , t i μ f

<

f , . . . , f

f < f < < f

μ I , . . . , I , I μ f j n

M

M μ

μ

M

M

μ, μ M M

μ μ f . μ f μ f .

μ μ

μ

μ μ

μ

, , , , ,

M

M , , μ , μ , , μ μ f f

μ μ f f

Definicí on 3.1.1 (F unci´ on de reemplazamien to)

Notaci´ on 3.1.2

Notaci´ on 3.1.3

Definicí on 3.1.4 (Orden sobre funciones de reemplazamiento)

Observ aci´ on 3.1.5

Se a una signatur a. Una fun-

ci´ on es una funci´ on de r e emplazamiento p ar a si, p ar a to do s ´ ımb olo

, se verific a .

pue-

den

Si asumimos un or den arbitr ario sobr e los s ´ ımb olos de la signatur a

(p or ejemplo, el inher ente a la se cuencia en que son escritos al

pr esentar la signatur a: ), p o demos expr esar una funci´ on de

r e emplazamiento c omo sigue:

donde p ar a

El c onjunto de to das las p osibles funciones de r e emplazamiento p ar a

una determinada signatur a se denota c omo .

Se a una sig-

natur a y . Se define el or den p ar cial sobr e c omo sigue:

Intuitivamente, signific a que la funci´ on de r e emplaza-

miento p ermite menos r e emplazamientos sobr e los ar gumentos de los s ´ ımb olos de

la signatur a que la funci´ on de r e emplazamiento . T ambí en de cimos que es una

funci´ on de r e emplazamiento que .

46

Σ

: Σ (I

N ) Σ

Σ ( ) I N

Una funci´ on de reemplazamiento determina las p osiciones argumentales ( ) que

ser reducidas para cada s ´ ımb olo de la signatura Σ. No se p ermiten reducciones

sobre argumentos de una llamada a funci´ on ( ) tales que ( ).

Σ =

= = ( ) 1

Σ

En particular, consideraremos el conjunto = que consta de la ´ unica funci´ on

de reemplazamiento que puede definirse sobre una signatura v ac ´ ıa.

Sobre puede establecerse una relaci´ on de orden parcial que es la extensi´ on

punto a punto del orden de inclusi´ on definido sobre (I

N ), el co dominio de las

funciones que integran .

Σ

Σ ( ) ( )

La correcci´ on de esta definici´ on est´ a garantizada p or el empleo de la op eraci´ on est´ andar

de extensi´ on puntual a una relaci´ on de orden cono cida, como es la inclusi´ on conjun-

tista.

m´ as restrictiv a

Dado que el conjunto ( (I

N ) Ø I

N ) es un ret ´ ıculo completo distributivo, tam-

bí en la extensi´ on del orden induce en un ret ´ ıculo completo distributivo

( ). El elemento m ´ ınim o satisface ( ) = Ø para to do Σ.

El elemento m´ aximo satisface ( ) = I

N para to do Σ. La op era-

ci´ on , que obtiene el supremo de dos funciones de reemplazamiento, viene dada p or

□

{

′

′

′

′

′

′ ′ ′

′ ar f

ar f

ar f

ar f

Demostraci ´ on

Lema 3.1.6

Definicí on 3.1.7

′ ′

′ ′

′

′ ′

′ ′

′

′

′

′

′

′

′

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

′

′

∪

′

∪ ∪

∪

Σ

+

( )

+

( )

+

( )

+

( )

Σ Σ

Σ Σ

Σ Σ

Σ

Σ Σ

Σ Σ

Σ Σ Σ Σ Σ Σ

Σ Σ

3.1. RESTRICCIONES DE REEMPLAZAMIENTO

⊔ ∪ ∈ ⊓

⊓ ∩

∈ ‖

⋢ ⋢

∈ ⋢

∃ ∈ ∃ ∈ ∈ ∧ ∉

¬ ∃ ∈ ∃ ∈ ∈ ∧ ∉

∀ ∈ ∀ ∈ ∉ ∨ ∈

∀ ∈ ∀ ∈ ∈ ⇒ ∈

⊑

→

∈ ∈

∈

∈

∈ ∈

⊔ ∈ ⊔

→ → μ μ f μ f μ f f

μ μ f μ f μ f

f μ μ

μ μ μ μ

μ, μ M μ μ

f , i . i μ f i μ f .

f . i . i μ f i μ f

f . i . i μ f i μ f

f . i . i μ f i μ f

μ μ .

M M μ

μ M M f

μ f μ f f ar f ar f

μ μ M μ

μ M μ M

μ μ M μ μ

M M M M

M

Se a una signatur a y . Entonc es, si y s´ olo si

Se an y dos signatur as. Definimos una op er aci´ on geń eric a

que pr op or ciona la inser ci´ on de una funci´ on de r e emplazamiento

, en el esp acio de funciones de r e emplazamiento : dado ,

si y

en otr o c aso

47

( )( ) = ( ) ( ), para to do Σ. La op eraci´ on , que obtiene el ´ ınfi-

mo de dos funciones de reemplazamiento, p or ( )( ) = ( ) ( ) para to do

Σ. Escribimos para indicar que dos funciones de reemplazamiento no

son comparables, es decir: y . El siguiente lema ser´ a empleado m´ as

adelante.

Σ

Σ I N ( ) ( )

.

( Σ I

N ( ) ( ))

si y s´ olo si

Σ I N ( ) ( )

si y s´ olo si

Σ I N ( ) ( )

si y s´ olo si

Esto completa la demostraci´ on.

T ambi ´ en estamos interesados en relacionar funciones de reemplazamiento aso ciadas a

signaturas distintas.

Σ Σ

:

Σ

( ) =

( ) Σ ( ) = ( )

Ø

Es interesante observ ar que, al considerar una signatura cualquiera Σ, siempre obte-

nemos = . Esto motiv a el s ´ ımb olo escogido para la ´ unica funci´ on de

reemplazamiento definible sobre una signatura v ac ´ ıa.

Esta op eraci´ on p ermite emplear las op eraciones algebraicas del ret ´ ıculo de funcio-

nes de reemplazamiento para op erar con funciones de reemplazamiento de distintas

signaturas. Por ejemplo, dadas las funciones de reemplazamiento y ,

escribimos en lugar de . En realidad, estar ´ ıamos empleando

las op eraciones : y : , as ´ ı como la op eraci´ on su-

premo del ret ´ ıculo . Pro cederemos de esta manera a menos que indiquemos lo

contrario.

′

∈

{

⋃

Σ

( )

Σ

Σ μ

μ

i μ f μ

i

μ

u

μ

μ μ

μ

V

V μ

μ

μ

∈

∈ T

{ } ∈

{ } ∪

∈ |

{ }

{ }

∈

\

∩

∩

´

if(and(true,false),0+s(0),0)

0 true false s if and + μ μ

μ M

t , V O t μ t

O t ϵ t V

ϵ i.O t t f t

u O t u μ t t

μ

t

μ

μ μ μ μ μ μ μ

t O t ϵ, , .

μ f

μ f μ f

t

O t O t O t

O t O t O t

O t O t O t on 3.1.8

Definicí on 3.1.9 (Ocurrencias reemplazantes)

Ejemplo 3.1.10

Notaci´ on 3.1.11

L a funci´ on tambí en p ermite emple ar funciones de r e emplaza-

miento aso ciadas a una signatur a en c ontextos donde la signatur a involucr ada es

. Usualmente escribimos simplemente , en lugar de .

Se a una signatur a, y

. El c onjunto de de se define c omo

sigue:

si

si

Si , de cimos que es una o curr encia -r e emplazante de . T ambí en que

es un subt́ ermino -r e emplazante.

o curr encias r e emplazantes

Consider emos el t́ ermino y

la funci´ on de r e emplazamiento definida c omo sigue:

y

El c onjunto de o curr encias r e emplazantes de es .

Consider emos un t́ ermino . El c onjunto de o curr encias

es . El c onjunto de o curr encias de variables r e-

emplazantes es . El c onjunto de o curr encias no variables

r e emplazantes es . El c onjunto de o curr encias r e emplazantes

48

Σ

Σ

Una funci´ on de reemplazamiento establece las restricciones de reemplazamiento aso-

ciadas a los s ´ ımb olos de la signatura. A continuaci´ on emplearemos una funci´ on de

reemplazamiento para intro ducir las restricciones de reemplazamiento en la estructura

de los t́ erminos construidos con los s ´ ımb olos de esa signatura.

Σ

(Σ ) ( ) o currencias -reemplazantes

( ) =

( ) = (

~

)

( )

Cuando la funci´ on de reemplazamiento involucrada se sobreentiende a partir del con-

texto discursivo, eliminamos to da menci´ on expl ´ ıcita a ´ esta, aludiendo simplemente a

las de un t́ ermino.

A continuaci´ on, se presenta un ejemplo de c´ alculo del conjunto de o currencias

reemplazantes de un t́ ermino.

=

( ) = ( ) = ( ) = ( ) = Ø ( ) = ( ) = ( ) = 1

( ) = 1 1 1

A partir de ahora omitiremos las referencias expl ´ ıcitas al v alor de una funci´ on de

reemplazamiento cuando se aplica ´ esta sobre s ´ ımb olos constantes Σ. Siendo la

aridad de un s ´ ımb olo constante nula, el ´ unico v alor p osible para ( ) es ( ) = Ø y

as ´ ı lo asumiremos impl ´ ıcitamente.

A partir de la Definici´ on 3.1.9, intro ducimos los siguientes conceptos y notaciones

deriv adas.

no re-

emplazantes ( ) = ( ) ( )

( ) = ( ) ( )

( ) = ( ) ( )

□

□

⋃ ⋃

⋃

true

Σ

( ) ( )

( )

Σ

′

′

′

′

′

′ ′

′

′

′ ′

′

∈ ∈

∈

′

′ ′

′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

3.2. PROPIEDADES DE LAS RESTRICCIONES

Prop osicí on 3.1.12

Prop osicí on 3.2.1 (Comp osicionalidad del c´ alculo de )

3.2 Propiedades de las restricciones de reemplaza-

mien to sensibles al con texto μ

s s μ

μ

μ μ

x μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ

i μ

i

μ

i μ f μ

i

i μ f μ

i

i μ f μ

i μ

μ

μ

μ μ

u

μ

μ μ

ϵ μ

ϵ μ

ϵ μ μ

ϵ

μ μ

u

μ μ

i

μ

i μ

i u μ

u i u μ

u

∩

{ ∈ | ̸}

\

⊑

∈ ∈ T ⊑

⊆

∈ ∪

{ }

⊆ ≤ ≤

⊆ { } ∪ ⊆ { } ∪ ⊆

{ } ∪

∈ ∈ T ∈ ∈

∈ ∧ ∈ |

| | | |

∈ ∈

⇔ ∈ | ⇔ ∈ | ⇔ ∧ ∈ | ⇔ ∈ ∧ ∈ |

⇔ ∈ ∧ ∈ |

| | ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈ | ∈ ∈

| | ∈ | s t O t O t O t

V ar t t

V ar t x V ar t O t V ar t

t

V ar t V ar t V ar t

μ, μ M t , V μ μ

O t O t

t t V

O t O t ϵ t f t

O t O t i ar f

μ f μ f O t ϵ i.O t ϵ i.O t

ϵ i.O t O t

O t

μ M t , V u.v O t u.v O t

u O t v O t

u u u

u ϵ ϵ O t t u.v

O t ϵ.v O t v O t v O t ϵ O t v O t

u O t v O t

u > u i.u t f t f

i.u .v O t i μ f u .v O t

u O t v O t i μ f u O t

t t v O t de un subt́ ermino dentr o de un t́ ermino es . Escribi-

mos p ar a r eferirnos al c onjunto de de , es de cir,

. En p o demos enc ontr ar variables de

situadas tanto sobr e o curr encias r e emplazantes c omo no r e emplazantes; el c onjunto

de variables no r e emplazantes es .

Se a una signatur a, y . Si ,

entonc es .

Se a una signa-

tur a, y . Se a . Entonc es, si y s´ olo si

.

49

( ) = ( ) ( )

( ) v ariables reemplazantes

( ) = ( ) ( ) = Ø ( )

exclusiv amente ( ) = ( ) ( )

Como era de esp erar, el orden entre funciones de reemplazamiento tambí en ordena

(p or inclusi´ on) los conjuntos de o currencias reemplazantes aso ciadas a un mismo

t́ ermino, resp ect o a distintas funciones de reemplazamiento.

Σ (Σ )

( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de . Si Σ , la conclusi´ on

es inmediata, puesto que ( ) = ( ) = . Si = (

~

), p or la hip´ otesis de

inducci´ on, ( ) ( ) para 1 ( ). Por la Definici´ on 3.1.9, y dado que

( ) ( ), se tiene ( ) = ( ) ( )

( ) = ( ).

El an´ alisis de las propiedades inherentes al c´ alculo del conjunto de o currencias re-

emplazantes de un t́ ermino (para una determinada funci´ on de reemplazamiento) es

imp ortante para utilizar dichas restricciones de reemplazamiento en reescritura. A

continuaci´ on se establece la propiedad m´ as imp ortante de dicho c´ alculo, su comp osi-

cionalidad.

( ) Σ

(Σ ) ( ) ( )

( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la longitud de la o currencia . Si = 0,

entonces = y

, puesto que se cumple ( ) para to do t́ ermino , se tiene:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

Si 0, sea = y = (

~

) para alg ´ un Σ. A partir de la definici´ on 3.1.9,

p o demos escribir ( ) si y s´ olo si ( ) y ( ). Por la hip´ otesis

de inducci´ on ( ) y ( ). Puesto que ( ), se tiene ( ) y ,

dado que = , se obtiene tambí en ( ).

□ i i

Σ

Σ

′ ′

′ ′ ′ ′

′

′

Demostraci ´ on μ

t s μ μ

μ

μ μ

μ

i μ

t s

t s μ

i μ

i

μ μ μ

i

μ μ

i μ

μ

μ μ μ

μ

´

∈ ∈ T ∈ ∩

∈ ⇔ ∈

∈

∈ ⇔ ∈ ∧ ∈

| ∈ ∈

∈ ⇔ ∈

∈ ⇔ ∈ ∧ ∈ ⇔ ∈

∧ ∈ ⇔ ∈

≤

∈ ∈ T ∈

≤ ∈ ∈ ≤ ∉

∉ on 3.2.2

Prop osici´ on 3.2.3

Corolario 3.2.4 u.v O t

u O t

μ M t , V u O t O s

u u u O t u O s

u u ϵ

ϵ O t t

t f t u i.u u O t i O t u

O t i O t i μ r oot t μ f

u u r oot t r oot s f s f s

u u u O t u O s

u O t i O t u O t i

O s u O s u O s

O t

t O t ,

μ M t , V u, v O t

u v v O t u O t u v u O t

v O t

L a Pr op osici´ on 3.2.1 p ermite r e alizar el c´ alculo del c onjunto de

o curr encias r e emplazantes de un t́ ermino de forma c omp osicional, es de cir, a p artir

de los subt́ erminos c omp onentes y del c ontexto donde ´ estos se ubic an. En un sentido

estricto, un c´ omputo sobr e un objeto estructur ado es c omp osicional si pue de obtenerse

a p artir de sub estructur as estrictamente m´ as simples de dicho objeto. En el c aso del

alculo del c ar´ acter r e emplazante de una o curr encia en , la Pr op osici´ on 3.2.1

no expr esa exactamente esta pr opie dad, pues exige c ono c er el c ar´ acter r e emplazante

de p ar a lo cual deb emos c alcular .

Se a una signatur a, y . Si

y spr efix spr efix , entonc es .

spr efix spr efix

spr efix spr efix

s´ olo

p or encima

c ono

Se a una signatur a, y . Se an . Si

y , entonc es . De forma e quivalente, si y ,

entonc es .

50

( )

( )

La siguiente prop osici´ on p ermite dar pleno sentido al c´ omputo comp osicional del

car´ acter reemplazante de las o currencias de un t́ ermino.

Σ (Σ ) ( ) ( )

( ) = ( ) ( ) ( )

. Por inducci´ on en la longitud de la o currencia . Si = , la

conclusi´ on es inmediata, puesto que ( ) para to do t́ ermino . En otro caso,

sea = (

~

) y = . Por la Prop osici´ on 3.2.1, ( ) ( )

( ). Por la Definici´ on 3.1.9, ( ) si y s´ olo si ( ( )) = ( ). Como

( ) = ( ), tenemos que ( ) = ( ) = , luego = ( ~ ) y

( ) = ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on ( ) ( ).

Por tanto, p or la Prop osici´ on 3.2.1, ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

La Prop osici´ on 3.2.3 establece que las restricciones de reemplazamiento sensibles al

contexto dep enden de los s ´ ımb olos que etiquetan los no dos del t́ ermino que se

encuentran inmediatam ente de la o currencia considerada. Son, p or tanto,

indep endientes tanto de los s ´ ımb olos que se encuentran p or deba jo de la o currencia

considerada como alrededor de ´ esta. Empleando este resultado no resulta dif ´ ıcil definir

un algoritmo que caracterice una o currencia de un t́ ermino como reemplazante o no

reemplazante sin necesidad de calcular exhaustiv amente el conjunto de o currencias

reemplazantes de un t́ ermino.

La Prop osici´ on 3.2.1 expresa una propiedad muy b´ asica del conjunto de o currencias

reemplazantes que v amos a emplear para demostrar algunos resultados de inteŕ es.

La primera consecuenc ia es que el conjunto de o currencias reemplazantes ( )

de un t́ ermino es un resp ecto al orden ( ( ) ).

Σ (Σ ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

□ i

′ ′

□

□

□

□

□ □ □

Σ

1 1

1

1

Σ

Σ

Σ

Demostraci ´ on

{ μ μ

μ

μ k k

i μ

i

μ

n

n μ

i u μ

μ

μ μ μ μ μ μ

μ

μ

μ

μ μ

≤ ∈

∈ ∈

∈ T ∈

∈

∉

≤ ≤

{ } | ≤ ≤

≤

∈ T ∈

∉

∈ T ∈ ∈ ∈

≰ if(and(true,false),0+s(0),0)

if(and(true, ), , )

Definicí on 3.2.5 (Contexto reemplazante m´ aximo de un t́ ermino)

Prop osicí on 3.2.6

Ejemplo 3.2.7

Prop osicí on 3.2.8 u v v u.v v

v O t u O t

t , V μ M μ

t t

t x t x

f C , . . . , C t f t , . . . , t k ar f

C t i μ f

i μ f

i k

C t t C t , . . . , t

u , . . . , u minimal O t t t i n O t

O t ,

t μ

t , V μ M

O t O t t V O t O t

O t

μ

t

t

t

μ

t t

t , V μ M u O t v O t

v u

Oc c

c ontexto

r e emplazante m´ aximo

Se a una signatur a, y . El (o

CMR p ar a abr eviar) de es el c ontexto CMR donde:

CMR si

si , y

CMR si

si

p ar a

CMR

CMR

Se a una signatur a, , y . Entonc es,

CMR CMR . Si , entonc es CMR

CMR .

CMR

Consider emos el t́ ermino del

Ejemplo 3.1.10 y la funci´ on de r e emplazamiento dada en dicho ejemplo. El c ontexto

r e emplazante m´ aximo de es CMR .

Se a y . Si y , entonc es

.

51

. Si , p o demos escribir = para alguna . Dado

que ( ), la Prop osici´ on 3.2.1 asegura que ( ). Una vez probado esto, es

sencillo ver que si no se cumpliera la sentencia que se afirma equiv alente, incurrir ´ ıamos

en contradicci´ on con la primera de ellas.

Como consecuencia de este ´ ultimo resultado, intro ducimos el concepto de

de un t́ ermino resp ec to a una funci´ on de reemplazamiento: se

trata del contexto que encierra to dos los s ´ ımb olos reemplazantes del t́ ermino (y s´ olo

´ estos).

Σ (Σ ) contexto -reemplazante m´ axim o

( )

( ) =

=

( [ ] [ ]) = ( ) = ( )

[ ] =

( ) ( )

( )

1

Adví ertase que, siendo [ ] = ( ), tenemos que = [ ] es tal que

= ( ( )), y = , 1 . Que ( ) sea un cono del

conjunto ordenado ( ( ) ) implica que, salvo las constantes que representan los

huecos del contexto, cualquier otro subt́ ermino de ( ) es -reemplazante. Esto

justifica la denominaci´ on de “contexto reemplazante m´ axim o”.

Σ (Σ )

( ( )) = ( ( )) ( ( )) = ( ) =

( ( ))

T ambi ´ en es interesante advertir que, dada una funci´ on de reemplazamiento cual-

quiera, el contexto reemplazante m´ aximo de un t́ ermino nunca est´ a v ac ´ ıo (es decir,

( ) = ).

=

( ) =

Una consecuen cia inmediata del Corolario 3.2.4 es la siguiente: no existen o currencias

reemplazantes p or deba jo de o currencias no reemplazantes.

(Σ ) ( ) ( )

□

□

R

R

Σ

( )

Σ

Σ ( ) μ μ

t σ t

μ μ

v

μ

u

μ

u

μ

∈ ∈ T ∈ ∈ ∈

⇔ ∈

∈ ⊆

∈ ∩

∈ ∈ T ∈ ≥ ‖

∈ ⇔ ∈

R

∈ →

→ ∈

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

3.3 La relaci´ on de reescritura sensible al con texto

3.2.1 Las restricciones de reemplazamien to duran te el pro ceso

de reducci´ on

μ M t , V u O t σ , V u

O t u O σ t

u u t

u O t O t O σ t

u O t O σ t

μ M t, s , V u, v O t u v u v

u O t u O t s

O t

t

, R

μ M t μ s t s

t s u O t

Prop osici´ on 3.2.9 (Persistencia resp ecto a la instanciaci´ on)

Prop osici´ on 3.2.10 (Persistencia resp ecto al reemplazamien to)

Definicí on 3.3.1 (Reescritura sensible al contexto) rsc

instanciaci´ on r e emplazamiento

incr emental

Se a una sig-

natur a, y . Si y Subst , entonc es

.

spr efix spr efix

Se a una

signatur a, , y . Si o bien , enton-

c es .

r e emplazantes

Se a un SR TE

y . Un t́ ermino es -r e escrito al t́ ermino , lo cual se denota c omo ,

si y .

52

Las propiedades fundamentales presentadas m´ as arriba son imp ortantes al ab ordar

la implementaci´ on de sistemas de reducci´ on basados en la . Los mecanismos de

y de (sub)t́ erminos son esenciales en las op eraciones

de reescr itura y amb os intro ducen cambios lo cales en la estructura de los t́ erminos

que participan en el pro ceso de reducci´ on. Es necesario estudiar c´ omo evolucionan

las restricciones de reemplazamiento que conciernen a dichos t́ erminos a medida que

av anza el pro ceso de reescritura. La Prop osici´ on 3.2.3 p ermite realizar el c´ alculo del

conjunto de o currencias reemplazantes de forma resp ect o a dicho pro ceso

de reducci´ on. La incrementalidad del c´ alculo resp ec to a las op eraciones de instan-

ciaci´ on y reemplazamiento tambí en es consecuenc ia de dicha prop osici´ on: puesto que

tanto la instanciaci´ on de las v ariables de un t́ ermino como el reemplazamiento de un

subt́ ermino p or otro dejan inalterados los s ´ ımb olos que se encuentran p or encima de

las v ariables instanciadas o del subt́ ermino reemplazado, resulta sencillo emplear la

Prop osici´ on 3.2.3 para demostrar los siguientes resultados.

Σ

(Σ ) ( ) (Σ )

( ) ( ( ))

. Claramente, ( ) = ( ) para to do t́ ermino

y to da o currencia ( ). Por tanto, puesto que ( ) ( ( )), se tiene que

( ) ( ( )) y la Prop osici´ on 3.2.3 asegura el resultado deseado.

Σ

(Σ ) ( )

( ) ( [ ] )

. Similar a la Prop osici´ on 3.2.9.

Una vez establecido c´ omo aso ciar un conjunto de o currencias reemplazantes ( )

a cada t́ ermino , la idea de restringir el pro ceso de reescr itura a las o currencias de

redexes surge de forma natural.

= (Σ )

( )

1

R

∗

R

R μ

μ

μ μ

n

μ

μ

( )

( )

( )

1 2

1

R

→

→

→ →

→

→ → · · · →

R

→ →

→ →

→

→

{ }

∈

→

̸→

∉ μ

μ

t t t μ

μ

μ μ μ μ

t

O t μ

t O t

μ

3.3. REESCRITURA SENSIBLE AL CONTEXTO

Observ aci´ on 3.3.2

Ejemplo 3.3.3

Ejemplo 3.3.4

Recordemos que, tal como acordamos en la Secci´ on 3.1, no daremos expl ´ ıcitamente el v alor de

la funci´ on de reemplazamien to aplicada sobre s ´ ımb olos constantes puesto que siempre se devuelv e el

conjunto v ac ´ ıo.

if(true,x,y) x and(true,x) x

if(false,x,y) y and(false,y) false

0+x x

s(x)+y s(x+y)

                                                                                                       s if and +

if(and(true,false),0+s(0),0)

if(and(true,false)

           ,0+s(0),0) if(false,0+s(0),0)

if(and(true,false),0+s(0)

                 ,0) if(and(true,false),s(0),0)

53

La , inducida p or el SR TE

y la funci´ on de reemplazamiento es . La

( ) es , el cierre reflexivo y transitivo de la relaci´ on de reescr itura

en un paso. Normalmente eliminaremos las referencias al SR

TE o a la funci´ on de

reemplazamiento (o a amb os) involucrados en la definici´ on de , escribiendo

o simplemente , cuando ello no induzca a confusi´ on. Una secuenc ia de -reescritura

se denomina tambí en una -deriv aci´ on.

rsc

A continuaci´ on presentamos un primer ejemplo de reescritura sensible al contexto.

( ) = Ø ( ) = ( ) = ( ) = 1

=

1 ( )

2 2 ( ) r elaci´ on de r e escritur a sensible al c ontexto en un p aso

r elaci´ on de r e escritur a sensible al

c ontexto rsc

Observemos que, de acuer do c on la definici´ on de clar ativa de r e-

laci´ on de r e escritur a dada en [DJ90, Jou94 ], una r elaci´ on de r e escritur a es la m ´ ınima

r elaci´ on de r e duc ci´ on que c ontiene to das las instancias de las r e glas del SR

T y que es

c err ada r esp e cto a las pr opie dades de r eflexividad, tr ansitividad y aplic aci´ on sobr e c on-

textos arbitr arios. L a pr opie dad que se r elaja en la es esta ´ ultima, aunque, c omo

ver emos, se verific a una versi´ on m´ as d́ ebil, p er o to dav ´ ıa ´ util, de la misma (Pr op osici´ on

3.3.6).

Consider emos el siguiente SR T :

y la funci´ on de r e emplazamiento definida c omo sigue :

y

Consider emos la expr esi´ on inicial . Entonc es,

dado que , p o demos r e alizar el siguiente p aso de -r e duc ci´ on (el r e dex sele c-

cionado ap ar e c e subr ayado):

No obstante,

puesto que no es una o curr encia r e emplazante de , es de cir, .

Ahor a p o demos formular el Ejemplo 1.1.2 emple ando la notaci´ on y

terminolo g ´ ıa intr o ducidas. L a primer a se cuencia de r e duc ci´ on pr esentada c orr esp ond ´ ıa

a la -derivaci´ on

□

□

⊤

⊤

′

′

′

Σ

( )

( )

( )

Σ

Σ ( ) ( )

( )

( )

⊤

R

R R

R

R

R

R

R

∗

∗

′ ∗ ′

′

′

′ ′

R R

R

R

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

u μ

u

u u

μ

v

μ

u μ

u

u u u

μ

u

μ μ

μ μ

u μ

μ

μ

´

→ →

→ ̸→

R

→

→ →

∩

R

→

R

∈ ∈ T ∈ →

→

→ → →

∈ → ∈ |

∈ ∈

→ →

∈

→ ⊑ R

∈ ⊑ → ⊆ →

→ ∈

→ ∈ | ∈

∈ → first(zero

       ,from(0)) first(0,from(0)) []

first(zero,from(0)

           ) first(zero,0::from(s(0))

)

Observ aci´ on 3.3.5

Prop osici´ on 3.3.6 (Cierre ba jo contextos reemplazantes)

Prop osici´ on 3.3.7 (Monoton ´ ıa de resp ecto al orden ) μ

, R

μ M

O t

μ t O t O t O t

O t t μ

μ μ

, R

μ M t , V C u O C t t s

C t C s

n μ n

n > t t s t t

v O t l r R t σ l σ

u O C t u.v O C t

l r u.v C t C t C t

u O C t

, R

μ, μ M μ μ

t s u O t

l r R t σ l σ u O t

u O t t s mientr as que en la se gunda se cuencia tenemos

lo cual evita que la -derivaci´ on desarr ol le una se cuencia de r e escritur a infinita.

Dado un SR

TE , al c onsider ar la funci´ on de r e em-

plazamiento , que es el m´ aximo del r et ´ ıculo , la r elaci´ on de r e escritur a sen-

sible al c ontexto c oincide c on la r elaci´ on de r e escritur a est´ andar, es de cir:

.

r e emplazantes

forma -normal

rsc

Se a un

SR TE, y . Se a un c ontexto y . Si

entonc es .

Se a un

SR TE y . Si , entonc es .

54

= (Σ )

=

Escribimos ( ) para referirnos al conjunto de o currencias de redexes

(o -redexes) existentes en el t́ ermino : ( ) = ( ) ( ). De forma an´ aloga

al caso no restringido, cuando ( ) = Ø, decimos que es una . En

general, a menos que se establezca de forma diferente, extenderemos las denominacio-

nes de las propiedades usuales de la reescritura est´ andar al caso de la en la forma

natural. En particular, diremos que un SR

TE es -terminante, -confluente, etc.,

para indicar que la relaci´ on de reescritura es terminante, confluente, etc.

A continuaci´ on analizamos las propiedades b´ asicas de la relaci´ on de reescritura

sensible al contexto.

= (Σ )

(Σ ) [ ] ( [ ] )

[ ] [ ]

. Por inducci´ on sobre la longitud de la -deriv acion. Si = 0 el

resultado es inmediato. Si 0, sea . Si , existe una o ccurrencia

( ) y una regla tal que = ( ) para alguna sustituci´ on . Dado

que ( [ ] ), p or la Prop osicion 3.2.1, ( [ ] ). As ´ ı pues, la misma regla

puede aplicarse a la o currencia de [ ] y p or tanto [ ] [ ] . Por

la Prop osici´ on 3.2.10, ( [ ] ). T eniendo en cuenta la hip´ otesis de inducci´ on,

concluimos el resultado deseado.

La siguiente prop osici´ on establece la relaci´ on existente entre relaciones de reescritura

sensible al contexto inducidas p or funciones de reemplazamiento comparables.

= (Σ )

. Si , entonces existe una o ccurrencia ( ) y una

regla tal que = ( ) para alguna sustituci´ on . Puesto que ( ),

p or la Prop osicion 3.1.12 se verifica ( ), p or lo que .

′

□

Σ

Σ

+

+

+

+

+

+

+

+ μ

u u

u

u μ

u u

μ

U

μ

U

U

u u

U u U

u

μ

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∗ ∗

′ ∗ ′

′ ′ ′

′

′ ′′

′ ′ ′

R

′ ′ ′

′′

∗

′′ ′′

{ }

′ ′ ′

′ ′

{ }

′

′

′ ′ ′ ′

R ∈

∈ T ∈ → →

→ → →

∈ → ∈ |

∉ | ∉

| ∈ →

→ →

→

⊆ ∀ ∈ ̸⇒ ‖

‖ →

R ∈ → ‖ →

→ ⊆ ‖ → → ⊆ ‖ →

‖ → ⊆ →

‖ → → ‖ →

‖ → →

| | ≥

{ } → ⇔ →

{ } ⊎ ̸∈

̸⇒ ‖ → ⇔ → →

→

∈ ‖ ∈

Prop osicí on 3.3.8 (Estabilidad de la )

Definicí on 3.3.9 ( -multideriv aci´ on elemental)

Lema 3.3.10 rsc

rsc

rsc Se a un SR

TE, y

. Si Subst y , entonc es .

rsc

Denotamos me diante

una -multiderivaci´ on elemental que c ontr ae los r e dexes a las o c curr encias (disjun-

tas) , es de cir, .

Se a un SR

TE y . Entonc es, .

, R μ M

t , V σ , V t s σ t σ s

n μ n

n > t t s t t

u O t l r R t σ l t t σ r

σ l V t V

σ t σ σ l σ l u O σ t σ t

σ t σ σ r σ t σ t σ r σ t σ t

μ A t

s μ

U O t u, u U. u u u u

t s

, R μ M

n

t s t t s

n t s t s t t

U

U u t s t s

U u U U u, u U

u u u u t s t t s

t t σ r l r

u U u u u O t

55

Desde un punto de vista computacional, esta prop osici´ on formaliza el hecho intuitiv a-

mente claro de que la es una restricci´ on de la reescr itura est´ andar (recordemos la

Observ aci´ on 3.3.5) y tiene aso ciado un espacio de reducci´ on menor que la reescr itura

est´ andar.

T ambi ´ en p o demos probar que la es estable resp ecto a la aplicaci´ on de sustitu-

ciones sobre los t́ erminos involucrados en la secuenc ia de reducci´ on.

= (Σ )

(Σ ) (Σ ) ( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la longitud de la -deriv aci´ on. Si = 0,

es inmediato. Si 0 escribimos . Si , existe una o ccurrencia

( ) y una regla tal que = ( ) y = [ ( )] para alguna

sustituci´ on . Puesto que , p or la Prop osici´ on 2.2.3, tenemos y

( ) = ( ( )) = ( ). Por la Prop osici´ on 3.2.9, ( ( )). Entonces, ( )

( )[ ( ( ))] , y

, p or la Prop osici´ on 2.2.4, ( ) ( [ ( )] ), es decir, ( ) ( ).

Por la hip´ otesis de inducci´ on concluimos el resultado deseado.

La extensi´ on a la de la no ci´ on de multideriv aci´ on es tambi ´ en inmediata.

:

( ) =

Escribimos cuando la informaci´ on acerca de las o currencias concretas que se han

contra ´ ıdo no sea relev ante.

= (Σ ) =

. Que es inmediato, puesto que . Para demostrar

que , pro cedemos p or inducci´ on sobre la longitud de la multideriv aci´ on

= .

1. Si = 1, entonces = y = . Para demostrar lo que deseamos en

este caso particular, pro cedemos p or inducci´ on sobre el n ´ umero de o currencias

contra ´ ıdas, 1.

(a) Si = , entonces .

(b) Si = con = Ø, entonces, puesto que, para to do ,

tenemos que = , p o demos escribir .

Demostremos que esto es correcto: = [ ( )] para alguna regla .

Puesto que para to da o currencia se verifica y ( ), p or

□

′ μ

μ

U

U

+ +

+

+ + +

Ejemplo 3.4.1

′ ′

′

′

′

R

′ ′

′

′′

′′ ′′

⊆

⊆ →

→ →

→ ‖ →

→ → →

→ →

→ →

{ }

3.4 Algunos ejemplos de aplicaci´ on

Optimizaci´ on de la ev aluaci´ on de expresiones

´

U O t

U u

U

u U O t t s

t s t s

n > t t s

t t t s t s

and/or

t t s t s

μ

μ μ

                                                                        and(true,x) x or(true,x) true

                                                                        and(false,x) false or(false,x) x

and( , ) or( , )

false true

and or rsc

Consider emos las r e glas que definen los op er ador es b o ole anos

tal c omo vienen implementados en el lenguaje Lisp:

Si el primer ar gumento de una l lamada a funci´ on ( ) se eval ´ ua

a ( ), de acuer do c on estas r e glas cualquier r e duc ci´ on r e alizada sobr e el

se gundo ar gumento de la l lamada a funci´ on es in ´ util y no c ontribuye a obtener el

valor final aso ciado a la misma.

Si utilizamos una funci´ on de r e emplazamiento haciendo que

la evaluaci´ on de r e dexes situados sobr e o curr encias del se gundo ar gumento pue de ser

evitada (o r etr asada).

56

la Prop osici´ on 3.2.10, ( ). Las reducciones empleando o currencias

en no interfieren la reducci´ on que emplea . Por este motivo, ninguna

o currencia de un redex en puede ser destruida p or la contracci´ on de

un redex situado sobre . Por esta raz´ on, ( ) y . Por la

hip´ otesis de inducci´ on, , es decir, .

2. Si 1, tenemos que . Hemos demostrado en el p´ arrafo anterior

que . Por lo tanto, p or la hip´ otesis de inducci´ on, y .

Esto completa la demostraci´ on.

Con el fin de ilustrar de forma pr´ actica el tip o de mejoras computacionales que cab e

esp erar del empleo de la presentamos los siguientes ejemplos.

T al como se puso de manifiesto en el Ejemplo 3.3.3, en algunos casos es razonable

ev aluar alg ´ un argumento fijado de antemano hasta obtener su forma normal (o su v a-

lor) en detrimento de la ev aluaci´ on de otros argumentos de una llamada a funci´ on. El

motivo es que la ev aluaci´ on (m´ as o menos completa) de dicho argumento es necesaria

para determinar la regla que deb e aplicarse para contraer un redex situado sobre una

o currencia m´ as externa.

( ) = ( ) = 1

Otras situaciones interesantes surgen al estudiar la implementaci´ on de funciones sobre

listas.

+

( ) ar f μ

μ μ f f

μ

→

→

→ →

→

{ }

→

→

→

→

→

→

Ejemplo 3.4.2

Ejemplo 3.4.3

3.4. ALGUNOS EJEMPLOS DE APLICACI

´

ON

Manipulaci´ on de estructuras de datos infinitas head tail

head(x::y) x

tail(x::y) y

head

tail

::

                                                                    ::

sel(0,x::y) x from(x) x::from(s(x))

sel(s(x),y::z) sel(x,z)

::

sel(s(s(0)),from(0)

)

sel(s(s(0)),0::from(s(0)))

sel(s(0),from(s(0))

)

sel(s(0),s(0)::from(s(s(0))))

sel(0,from(s(s(0)))

)

sel(0,s(s(0))::from(s(s(s(0)))))

s(s(0))

from(0)

sel

57

proyecciones

constructor de listas

rsc

( ) = Ø

El op erador p erezoso de construcci´ on de listas discutido en el Ejemplo 3.4.2 es adecua-

do para implementar c´ omputos con estructuras de datos (listas en particular) infinitas

[FW76, Rea93].

( ) = 1 ( ) = I N

Po demos considerar otro ejemplo interesante de aplicaci´ on de la en c´ omputos que

involucran estructuras de datos infinitas.

L as r e glas siguientes definen los op er ador es est´ andar ( )

y p ar a la sele c ci´ on de c omp onentes de una lista:

L a evaluaci´ on de una l lamada a la funci´ on s´ olo r e quier e r e ducir la c ab eza de la

lista, mientr as que una l lamada a la funci´ on evaluar ´ ıa el r esto de la lista. Estas

observaciones s´ olo ser´ an r elevantes si la implementaci´ on del ( )

no eval ´ ua sus ar gumentos de forma sistem´ atic a. En efe cto, se han desarr ol lado len-

guajes de pr o gr amaci´ on donde el c onstructor de listas no eval ´ ua to dos sus ar gumentos

[FW76 , HM76 , HW87 , R e a93 ].

Este c omp ortamiento se obtiene f´ acilmente emple ando la sin m´ as que imp oner

.

Consider emos el siguiente pr o gr ama, que pue de utilizarse p ar a definir

expr esiones c ap ac es de sele c cionar un elemento de una lista infinita.

Definimos y p ar a cualquier otr o s ´ ımb olo . Consider emos

la siguiente -derivaci´ on:

Como pue de observarse, a p esar de la pr esencia de una expr esi´ on que denota

una estructur a de datos infinita (la lista de to dos los n ´ umer os natur ales), es p osible

op er ar sobr e el la (me diante la funci´ on ) y sele c cionar uno de los elementos de

dicha lista infinita.

rsc

⊥

2

2

u

u

u

μ

Ejemplo 3.4.4

C´ omputos seguros

R

→

→

→

→

→ →

→ →

{ } { } { }

→

⊥

⊥ ⊥

∈ μ μ μ μ

μ μ μ ,

μ

D

C

C μ μ f

f

f C u

O C

´

Cualquier dominio de Scott tiene un elemento m ´ ınimo que denotamos como , ver [Sco70

, Sco82 ,

SLG94].

                                                                      from(x) x::from(s(x))

                                                                      primes sieve(from(s(s(0))))

                                                                      sieve(x::y) x::sieve(filter(x,y))

                                                                      filter(x,y::z) if(x|y,filter(x,z),y::filter(x,z))

                                                                      sel(0,x::y) x if(true,x,y) x

                                                                      sel(s(x),y::z) sel(x,z) if(false,x,y) y

| x|y x y

true s :: from sieve

if filter sel

Se a el SR

T que p ermite c omputar y manipular n ´ umer os primos.

Sup ongamos que es un s ´ ımb olo pr e definido y que signific a (eva-

lu´ andose, en ese c aso a ). Fijamos ,

, , . M´ as adelante ver emos que este SR T

p ertene c e a una clase de SR

Ts que p ose en pr opie dades inter esantes que p ermiten defi-

nir estr ate gias sensibles al c ontexto que siempr e obtienen formas -normales c on una

implementaci´ on muy simple. Esto p ermite r e alizar c´ alculos que involucr en n ´ umer os

primos.

rsc

rsc

c omputaci´ on se gur a

strictness

no terminantes strictness

no impide que

la evaluaci´ on de la l lamada a funci´ on princip al pr o duzc a un valor

se gur a

estrictos

58

divide a

( ) = ( ) = ( ) = Ø ( ) =

( ) = 1 ( ) = 2 ( ) = 1 2

En muchos casos, la capacidad de la para realizar c´ omputos con estructuras de

datos infinitas pro cede de la p osibilidad de obtener un comp ortamiento terminante

para la relaci´ on de reescritura sensible al contexto. La mejora el comp ortamiento

de terminaci´ on de forma an´ aloga al efecto obtenido p or las estrategias p erezosas . De

hecho, existen ḿ eto dos formales para establecer la terminaci´ on de (ver el Cap ´ ıtulo

5).

La no ci´ on de [Lal93 , V ui74] es la contrapartida op eracional de

la no ci´ on sem´ antica de [Myc80, PE93]. Al interpretar (como es habitual)

el elemento m ´ ınim o de un dominio de Scott , como la representaci´ on de los

c´ omputos , la informaci´ on de puede emplearse para definir

una estrategia de reducci´ on: si ev aluamos un argumento estricto (empleando una

estrategia normalizante), el hecho de que dicha ev aluaci´ on no termine

(p orque es seguro

que dicha llamada a funci´ on no tiene un v alor definido) [Lal93

, PE93].

Una estrategia de reducci´ on cuyos pasos de reducci´ on siempre se realizan sobre

contextos seguros se denomina una estrategia . Un contexto [ ] es seguro,

si [ ] = . Si definimos la funci´ on de reemplazamiento de mo do que ( )

sea el conjunto de ´ ındices de los argumentos de , para cualquier s ´ ımb olo

de la signatura, es evidente que cualquier contexto reemplazante [ ] , con

( ), es un contexto seguro. Por tanto, cualquier secuenc ia de reducci´ on sensible i k i k 1 1 1 1

∗

∗

−

∗

−

→

→

→

∈

∈

→

→

´

Mecanizaci´ on de sistemas de inferencia

t s t s

l r

l r

f

i μ f

f

t s

f t , . . . , t , t, . . . , t f t , . . . , t , s, . . . , t

β

λ λ

π strictness

strictness

rsc

strictness no

c ontext-p assing rules

r e emplazante

rsc

rsc

59

al contexto resulta ser una deriv aci´ on segura. La informaci´ on sobre la

de las funciones puede obtenerse empleando alguna clase de an´ alisis de

[CP85, Myc80, W ad87].

Sin embargo, en el marco computacional de la , la esp ecificaci´ on de las res-

tricciones de reemplazamiento a partir de informaci´ on de garantiza la

completitud de los c´ omputos (ver las Secciones 4.2 y 11.1).

De forma an´ aloga a la reescritura (ver [Lal93

, Pla94]), la relaci´ on de reescritura sen-

sible al contexto puede definirse como el cierre deductivo de un sistema de inferencia

[Smu71

] cuyos teoremas son de la forma , donde y son t́ erminos, y que

consta de un esquema de axioma

para cada regla (que se concreta en tantos axiomas como instancias puedan

realizarse) y de tantas reglas de propagaci´ on contextual ( [Lal93 ])

para cada s ´ ımb olo de la signatura como ´ ındices reemplazantes imp onga la funci´ on

de reemplazamiento. Es decir, para cada p osici´ on argumental ( ),

de cada Σ, definimos el esquema de regla:

( ) ( )

(que de nuevo se concreta en tantas reglas de inferencia como instancias del esque-

ma p o damos realizar) adem´ as de las reglas usuales que expresan la reflexividad y

transitividad de la relaci´ on.

Muchos sistemas computacionales han sido formalizados mediante sistemas de

inferencia y

, en algunos casos, las reglas de inferencia resp etan el formato expresado

p or las reglas anteriores. Este es el caso de la -reducci´ on d́ ebil, las estrategias

call-by-name del -c´ alculo [Lal93

], el -c´ alculo etiquetado paralelo [Oli96

, LO96] y

tambí en el -c´ alculo [Mil91

]. Por tanto, es p osible emplear la para implementar

dichos sistemas computacionales. Al tratar estos sistemas en el marco formal de

la reescritura p o dremos explotar la v ariedad de m´ aquinas de reducci´ on existentes

(m´ aquinas de reescritura [She94], de reducci´ on de grafos [GKM87], etc.) para obtener

implementaciones eficientes de dichos sistemas. Una venta ja adicional es que to dos

los resultados acerca de propiedades computacionales de la pueden utilizarse para

analizar el comp ortamiento en ejecuci´ on de dichos sistemas.

⊆ ⊆ →

{ ∈ | ∃ ∈ | } a a f f

a

a μ

f

f μ

u

Reducci´ on condicional

3.5 T raba jos relacionados

μ

μ

V r V l V r V l l r

V t

V t V ar t μ

V t

V t x V ar t u O t . t x

´

rsc

rsc

r e duc ci´ on c ondicional c onditional

r e duction

c ondicionales

funci´ on de dominio

c ondicionales

r e duc ci´ on c ondicional

p ar alela

c ondicionales

p ermitidas

pr ohibidas

60

En los traba jos de Maranget [Mar90] y Kamp erman y W alters [KW95], la esp ecifi-

caci´ on de restricciones de reemplazamiento tambi ´ en tiene lugar a dos niveles: en un

primer lugar se aso cian restricciones de reemplazamiento a las p osiciones argumenta-

les de los s ´ ımb olos de la signatura. A continuaci´ on, se utilizan ´ estas para establecer

una restricci´ on sobre los reemplazamientos que pueden realizarse en el seno de los

t́ erminos construidos con estos s ´ ımb olos. Presentamos con cierto detalle estas dos

restricciones de la reescr itura que ser´ an comparadas con la a lo largo de la tesis.

T ambi ´ en se discute la relaci´ on existente entre la y la esp ecificaci´ on de anotaciones

sint´ acticas en lengua jes funcionales y algebraicos.

En [Mar90], Maranget analiza el uso de la llamada (

, aunque esta denominaci´ on no tiene que ver con la relaci´ on de reducci´ on

aso ciada a los SR

Ts de [BK86, DOS88, Kap84]) para implementar re-

ducciones p erezosas ´ optimas.

Para definir la reducci´ on condicional, Maranget intro duce restricciones sint´ acticas

en los reemplazamientos mediante una que en esencia coincide

con la funci´ on de reemplazamiento. Maranget denomina SR

Ts a los

SR Ts provistos de una funci´ on de dominio. La de Maranget

coincide con la reescritura sensible al contexto . Sin embargo, debido a su

inteŕ es en asegurar un comp ortamiento verdaderamente p erezoso, donde cada redex

s´ olo se contraiga una vez, necesita imp oner algunas condiciones adicionales sobre los

SR Ts aceptables. De hecho, Maranget considera SR

Ts -ortogonales

(ver el Cap ´ ıtulo 6) cuya funci´ on de dominio (que p o demos denotar como ) verifica la

siguiente restricci´ on adicional: ( ) ( ) y ( ) ( ) para to da regla del

SR T. Aqu ´ ı, ( ), el conjunto de v ariables (en la terminolog ´ ıa de Maranget)

puede definirse como ( ) = ( ), donde la funci´ on de reemplazamiento es

la funci´ on de dominio. El conjunto de v ariables ( ) viene dado p or

( ) = ( ) ( ) = . Estas condiciones adicionales son

necesarias p orque Maranget estudia la aplicaci´ on de t́ ecnicas de reducci´ on de grafos

para implementar el comp ortamiento p erezoso en las ev aluaciones.

Esto intro duce una limitaci´ on de principio en el alcance de los resultados obteni-

dos p or Maranget resp ecto a los que presentamos aqu ´ ı. De hecho, estas limitaciones

originan cierta confusi´ on en el an´ alisis y la comprensi´ on de los factores que influyen

en el comp ortamiento de la relaci´ on restringida intro ducida, en particular, en el es-

tudio de las condiciones que aseguran la confluencia de la reducci´ on condicional (ver

Cap ´ ıtulo 6).

3

3

¬ ⇔ ∈

∈ ≤ ≤

f , i i ar f strictness f , i i μ f

f i ar f

Ejemplo 3.5.1

3.5. TRABAJOS RELACIONADOS

Reescritura p erezosa

Anotaciones de

!

if :: !Bool a a -> a

if True x y = x

if False x y = y

if

En la definici´ on del predicado Λ( ), los autores p ermiten que oscile entre 0 y ( ) aunque

esta p osibilidad nunca es utilizada en el art ´ ıculo.

c aminos vor ac es

e ager p aths c amino

p er ezoso lazy p ath

rsc rsc

r e escritur a p er ezosa

subt́ erminos

strictness

glob ales

lo c ales

L a siguiente de clar aci´ on

c onstituye una definici´ on anotada de la funci´ on que indic a la obligaci´ on de evaluar

el primer ar gumento de c ada l lamada a dicha funci´ on.

61

Las restricciones en los reemplazamientos definidas p or Kamp erman y W alters [KW95]

emplean un predicado Λ sobre s ´ ımb olos de funci´ on y p osiciones argumentales que

guarda una relaci´ on simple con nuestra funci´ on de reemplazamiento :

Λ( ) ( )

para to do Σ y 1 ( ). Kamp erman y W alters definen los

( ), que coinciden con las o currencias reemplazantes. Su no ci´ on de

( ) coincide con nuestras o currencias no reemplazantes. Sin embargo,

la reducci´ on p erezosa y la no coinciden. De hecho, la es un sub conjunto

propio de la puesto que Kamp erman y W alters p ermiten realizar

pasos de reescritura sobre o currencias voraces p ero tambi ´ en sobre o currencias no

voraces ba jo ciertas condiciones (que p or otra parte dep enden del SR

T concreto que

se est́ e considerando).

Los lengua jes de programaci´ on funcional p erezosos como Clean [ENPS92, NSEP92,

PE93], Gofer [Jon92] y Haskell [Dav92

, PH97] admiten la esp ecificaci´ on de anotaciones

sint´ acticas en el programa, cuyo fin es guiar la intro ducci´ on de mo dificaciones en la

estrategia de ev aluaci´ on p erezosa.

Estas anotaciones pueden intro ducirse en el nivel sint´ actico elemental, aso ciadas a

los argumentos de los s ´ ımb olos de funci´ on de la signatura o bien pueden quedar ligadas

a algunos de las ecuaciones de definici´ on de las funciones, bien en la parte

izquierda o en la derecha de las mismas (en este segundo caso la no ci´ on de

subyacente se refiere a contextos y huecos dentro de ellos m´ as que a funciones y

p osiciones argumentales [Ben92, Bur87, Bur91]). Siguiendo la terminolog ´ ıa empleada

en [PE93], las primeras se denominan anotaciones y las segundas anotaciones

. Las anotaciones globales se indican en la declaraci´ on del tip o de la funci´ on

que se desea anotar (p or ejemplo, situando un s ´ ımb olo esp ecial, tal como ‘ ’, junto al

tip o del argumento que se desea anotar en el p erfil de la funci´ on).

k 1

{ }

{ }

Ejemplo 3.5.2

Estrategias lo cales μ

μ

k f

, , . . . , k ,

f t , . . . , t

k f

´

if

sorts: Zero NzNat Nat List.

order: Zero<Nat

NzNat<Nat

ops: 0:-> Zero

s: Nat -> NzNat

cons: Nat List -> List strat: (1 0)

from: Nat -> List

sel: Nat List -> Nat

vars: X Y: Nat

L: List

rules: from(X) -> cons(X,from(s(X))

sel(0,cons(X,L)) -> X

sel(s(X),cons(Y,L)) -> sel(X,L)

cons

0 s from sel rsc

deb e

pue de

L a siguiente esp e cific aci´ on [OF97]:

c onstituye una versi´ on OBJ3 del pr o gr ama del Ejemplo 3.4.3. Po demos observar

la pr esencia de anotaciones lo c ales expl ´ ıcitas p ar a el s ´ ımb olo . L a ausencia de

anotaciones p ar a los dem´ as s ´ ımb olos ( , , y ) sup one que c ada uno de el los

adopta la estr ate gia lo c al . Dado un s ´ ımb olo -ario , su estr ate gia lo c al

p or defe cto es .

62

Las anotaciones globales exhib en una clara corresp onde ncia con las restricciones de

reemplazamiento expresadas mediante una funci´ on de reemplazamiento . En par-

ticular, en el ejemplo 3.5.1 escribir ´ ıamos ( ) = 1 .

Finalmente, tal como se coment´ o en la intro ducci´ on, la sem´ antica de las restric-

ciones o anotaciones intro ducidas p or la difiere sustancialmente de la sem´ antica

usual de las anotaciones en programaci´ on funcional donde un argumento anotado

ser reducido (en alguna medida) y un argumento no anotado ser reducido o no.

Algunos lengua jes de programaci´ on como OBJ2 [FGJM85], OBJ3 [GWMFJ93 ] o

CafeOBJ [FN97], admiten la esp ecificaci´ on de “estrategias lo cales” aso ciadas a los

s ´ ımb olos de funci´ on. Dichas estrategias lo cales se esp ecifican como listas de n ´ umeros

naturales y sirven para guiar la estrategia de ev aluaci´ on.

p or defecto

(1 2 0)

Al considerar una llamada a funci´ on ( ), las estrategias lo cales asignadas a

cada s ´ ımb olo condicionan la ev aluaci´ on como sigue: s´ olo se ev al ´ uan los argumentos

cuyos ´ ındices, entre 1 y , figuran en la lista aso ciada al s ´ ımb olo . Adem´ as, esto se

hace de acuerdo con el orden esp ecificado en la lista de argumentos. Si al recorrer

la estrategia lo cal se encuentra el ´ ındice 0 se intenta ejecutar la llamada a funci´ on

1

1

E R

p

p

E R

E R

→

{ }\{ }

∈ →

→

E E

E

E

i , . . . , i

f μ f μ f i , . . . , i

u O t

t s μ t

E

E μ

μ estr ate gia Evaluation

str ate gy

r e gular

rsc

formas -normales ENF

-Normal F orms

63

sobre los argumentos ev aluados hasta el momento. La estrategia definida mediante

estas pautas de comp ortamiento se denomina ( -strategy

, de

).

En [OF97] se prop orciona una implementaci´ on p or reescritura de la estrategia

que asume una limitaci´ on adicional para las estrategias lo cales admisibles.

Ba jo la estrategia regular, to da estrategia lo cal est´ a v ac ´ ıa (es decir, la lista de ´ ındices

de par´ ametros que la describ e est´ a v ac ´ ıa) o bien termina con cero y contiene como

m´ axim o una o currencia de cada entero p ositivo y no contiene o currencias sucesiv as

de cero [OF97]. La relaci´ on de reducci´ on que implementa las secuenc ias de re-

escritura controladas p or la estrategia regular es un caso particular de la si

a partir de cada estrategia lo cal ( ), expl ´ ıcita o impl ´ ıcitamente aso ciada a

un s ´ ımb olo , obtenemos ( ) como sigue: ( ) = 0 . Esto se deb e

a que la o currencia ( ) del redex considerado p or para efectuar el paso de

reducci´ on p ertenec e siempre al conjunto de o currencias -reemplazantes de

de acuerdo con la corresp ondencia establecida anteriormente entre estrategias lo cales

y funci´ on de reemplazamiento (ver [OF97]). De hecho, las ( ,

) de [OF97] son siempre formas -normales para la funci´ on de reem-

plazamiento que expresa las estrategias lo cales aso ciadas a los s ´ ımb olos de acuerdo

con la corresp ondenc ia anterior.

μ

μ rsc

rsc

rsc

´ ıtulo 4

Reescritura y reescritura

sensible al con texto

4.1 Compatibilidad de las restricciones de reempla-

zamien to con el pro ceso de reescritura

Este cap ´ ıtulo est´ a dedicado a estudiar si, al emplear la en lugar de la reescritura,

p erdemos capacidad de c´ alculo y hasta qú e punto. Para analizar este problema, resul-

ta imprescindible caracterizar la relaci´ on existente entre las deriv aciones de reescr itura

y las de reescritura sensible al contexto.

En la Secci´ on 4.1 investigamos c´ omo influye la imp osici´ on de restricciones de reem-

plazamiento sensibles al contexto en el desarrollo normal del pro ceso de reescritura.

En la Secci´ on 4.2 intro ducimos la funci´ on de reemplazamiento can´ onica aso ciada

a un SR

TE dado. Demostramos que, dada una deriv aci´ on de reescritura que llev a a

una forma estable, la funci´ on de reemplazamiento can´ onica es la m ´ ınim a funci´ on de

reemplazamiento que asegura la capacidad de la para obtener un t́ ermino cuyo

s ´ ımb olo a la ra ´ ız coincida con el de la forma estable obtenida.

En la Secci´ on 4.3 demostramos que las formas -normales resp ecto a un SR

TE y

una funci´ on de reemplazamiento mayor o igual que la funci´ on de reemplazamien-

to can´ onica aso ciada a dicho SR

TE son formas fuertemente estables y

, p or tanto,

estables.

Debido a que la es una restricci´ on de la reescritura, to da deriv aci´ on sensible al

contexto corresp onde, trivialmente, a una deriv aci´ on de reescritura. La cuesti´ on de

inteŕ es es la contraria: ¿ba jo qú e condiciones es p osible aso ciar una deriv aci´ on sensible

al contexto que sea ‘equiv alente’ (en alg ´ un sentido) a una deriv aci´ on de reescritura?

65

1

′

′

→

≤ ≤

∉

→ k

i

i i i

j

i

Ejemplo 4.1.1

CAP ´ ıTULO 4. REESCRITURA Y

if( , , )

if

if

true false if

if(true,x,y) if(false,x,y) if f l r t f t

t , . . . , t k ar f

f l f t f

l i ar f

t t t σ l σ

t

t

cond s s t

cond μ μ

t

μ

l hs l l r

μ

l

l hs

t cond

s s l hs emp a-

r ejamiento de p atr ones estr ate gia de r e duc ci´ on r e emplazamiento de subt́ erminos

p ar-

cial

deb er ´ ıan ser c omp atibles c on esta ne c esidad de extender el emp ar ejamiento de

un t́ ermino c on una r e gla c on la cual emp ar eja p ar cialmente

Consider emos el SR

T del Ejemplo 3.3.3 y el t́ ermino a r e ducir

. Observemos que existe un emp ar ejamiento p ar cial entr e y las r e glas

que definen la funci´ on . Si c onsider amos la forma de las r e glas aso ciadas a la

funci´ on se advierte que, p ar a extender el emp ar ejamiento p ar cial, s´ olo ne c esitamos

r e ducir la c ondici´ on a o . Si esc o gemos de forma que ,

esta r e duc ci´ on que da pr ohibida y el emp ar ejamiento p ar cial no pue de extenderse en la

dir e c ci´ on dese ada.

66 RSC

Para resp onder a esta cuesti´ on, analizamos la rep ercusi´ on de la imp osici´ on de res-

tricciones de reemplazamiento en el mecanismo de reescritura y en la construcci´ on de

una deriv aci´ on de reescritura. Deb emos considerar tres asp ectos principales: el

, la y el

[O’D85]. El emparejamiento de patrones p ermite detectar la presencia de redexes en

el t́ ermino a reducir. La estrategia de reducci´ on selecciona el redex que ser´ a reducido

y la regla que ser´ a aplicada y

, finalmente, tendr´ a lugar el reemplazamiento de ese

redex p or la corresp ondiente instancia de la parte derecha de la regla aplicada.

En la pr´ actica, to dos estos asp ectos del mecanismo de reducci´ on se interrelacionan

dando lugar a un ´ unico algoritmo que combina las tres etapas. Por ejemplo, si con-

sideramos una regla (

~

) y un t́ ermino = (

~

), p o demos decir que, sean cuales

sean los t́ erminos , donde = ( ), ya tiene lugar un emparejamiento

entre (

~

) y (

~

), p or el hecho de que amb os t́ erminos tienen el mismo s ´ ımb olo

en cab eza. Es p osible que alg ´ un subt́ ermino , 1 ( ), tambí en empareje con

el corresp ondiente de , es decir, = ( ) para alguna sustituci´ on . Si deseamos

‘extender’ este emparejamiento parcial, deb eremos reducir (en alguna medida) otros

subt́ erminos que no emparejan to dav ´ ıa. Por tanto, las restricciones de reemplaza-

miento

.

=

1 ( )

La estrategia de reducci´ on deb e seleccionar el subt́ ermino inmediato sobre el cual es

necesario actuar para intentar obtener el emparejamiento total. Si consideramos las

restricciones de reemplazamiento intro ducidas p or una funci´ on de reemplazamiento ,

p o demos definir una propiedad que una de una regla deb e satisfacer para

asegurar que un emparejamiento parcial de un t́ ermino puede ser extendido (mediante

-reducciones) siempre que sea necesario. Claramente, lo que necesitamos imp oner

es que las o currencias no reemplazantes de corresp ondan a v ariables. En ese caso,

no ser´ a necesario actuar sobre subt́ erminos que emparejen con esa parte de la

puesto que una v ariable empareja con cualquier t́ ermino. Para ilustrar esto, volv amos

al ejemplo 4.1.1. Po dr ´ ıamos continuar la ev aluaci´ on del t́ ermino reduciendo , o

bien o bien . Sin embargo, dado que 2 y 3 son o currencias v ariables de las ’s

e de las reglas para la funci´ on , las reducciones sobre

1

□

□ t

t if

′

′ ′

′

′

′ ′

′

|

|

Σ( )

Σ( )

variables

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ

Σ Σ( )

Σ

Σ Σ Σ

Σ

1

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

4.1. RESTRICCIONES EN EL PROCESO DE REESCRITURA

{ }

∈

∈ T

⊆

⊆

⊆ T

∀ ∈

⊑

∈ ∈ T ⊑

⇒

⊆

⊑ ⊆ ⊆

∈ T

∈ ∈ T

∈ ∈ T ∈

|

⇔ ⊆ ⊆

∈ ∈

∈

|

⇔ ⊆ ∈ | μ

μ

V

μ

μ μ

μ

μ μ

μ μ

μ μ μ

μ

μ

μ

t μ μ

μ μ u

μ u

μ μ u

μ μ

u

μ u μ

μ

u

μ μ u

μ μ

V μ

u comp

comp comp

comp

comp comp

comp

comp

comp

comp

comp comp comp

comp comp

comp

comp

comp comp

comp

Definicí on 4.1.2 (T́ ermino -compatible)

Prop osicí on 4.1.3

Prop osicí on 4.1.4

Prop osicí on 4.1.5

Observemos que, tal como se ha formulado el resultado, los huecos del contexto son considerados

como (resp ecto a la signatura Σ).

s s cond

μ

μ μ M

t , V μ t

t O t O t t μ

O t O t

T , V

μ T t T . t

M

μ, μ M t , V μ μ

t t

t O t O t

μ μ O t O t O t O t

t

μ t , V

t

μ M t , V t

t

O t O t O t O t

μ

μ M t , V u O t

t t t

t t

t O t O t O t O t

t u O t u O t

u O t

t t

t O t O t v O t

Se a una signatur a y . Un

t́ ermino es (escribir emos ) si to das las o curr encias

no r e emplazantes de son variables: . De forma e quivalente, es -

c omp atible si las o curr encias no variables son r e emplazantes: .

Se a una signatur a, y . Si ,

entonc es .

Se a una signatur a, y . Entonc es,

si y s´ olo si .

Se a una signatur a y . Se a y . Si

, entonc es y .

67

y no mejoran el emparejamiento. S´ olo la reducci´ on del subt́ ermino puede

conseguirlo en su caso. Por tanto, tiene sentido imp oner ( ) = 1 . Esto motiv a la

siguiente definici´ on.

Σ

(Σ ) -compatible ( )

( ) ( )

( ) ( )

Esta propiedad se extiende a conjuntos de t́ erminos: un conjunto (Σ ) es

-compatible (y escribiremos ( )) si y s´ olo si ( ). El predicado

es mon´ otono resp ecto al orden sobre :

Σ (Σ )

( ) ( )

. Por definici´ on, ( ) si y s´ olo si ( ) ( ). Puesto que

, p or la Prop osici´ on 3.1.12, ( ) ( ). Por tanto, ( ) ( ), es

decir, ( ).

La siguiente prop osici´ on establece que la -compatibilidad de un t́ ermino (Σ )

s´ olo dep ende de los s ´ ımb olos Σ( ) presentes en dicho t́ ermino.

Σ (Σ ) ( )

( )

. Puesto que ( ) = ( ) y ( ) = ( ), obtenemos la

conclusi´ on al considerar la Definici´ on 4.1.2.

La -compatibilidad es una propiedad estructur al.

Σ (Σ ) ( )

( ) ( [ ] ) ( )

. En primer lugar demostramos que ( ) implica ( [ ] ).

T enemos que ( ) ( ) ( ). Puesto que ( [ ] ) ( ), dado que

se verifica ( ), se tiene que ( [ ] ) implica ( ). Por la Prop osici´ on

3.2.10, ( [ ] ) y se obtiene el resultado deseado .

Ahora demostramos que ( ) implica ( ). Emplearemos el hecho de

que ( ) ( ) ( ). Sea ( ). Por la Prop osici´ on 3.2.1, tenemos

□

□

1

1 ( )

1

Σ( ) 1

1

1

⊥

⊥

{ }

′ ′

′ k

j

ar g

t

k comp

comp

´

Demostraci ´ on

´ first(0,x) 0 first

first(s(x),y::z) s :: first

Definicí on 4.1.6

Ejemplo 4.1.7

Lema 4.1.8

Lema 4.1.9 μ

μ

V V u

μ

u V u

μ u

t

t

t t t k

ϵ

t f ϵ

t i

t ϵ

t t t

t

ϵ

ϵ

t

u

s t

t

t ϵ

t t t

t

k u μ

i

l t

ϵ

t t t ϵ

t i first(0,x)

first(0,x)

0 x

first(s(x),y::z)

first(s(x),y::z)
s(x) y::z

∈ ∈ ∈ |

| ⊆ | |

∈ T

∈ ∈

∈ { | ∉ ≤ ≤ }

⊔ ⊔ · · · ⊔

{ }

⊔ ⊔

⟨ { }⟩ ⊔ ⟨ ⟩ ⊔ ⟨ ⟩

⟨ { }⟩

{ }

⊔ ⊔

⟨ { }⟩ ⊔ ⟨ ⟩ ⊔ ⟨ ⟩

⟨ { }⟩

∈ T ∈ |

∈ ∈ ∈

∈

≤ ≤ ∪ ∪ · · · ∪

∈ T ∈ ∈

| ∈ ∉

∈ ∪

∈

∈ ∪ ∪ · · · ∪ ∈ ∉ u.v O t t u.v O t v O t

O t O t t

t μ

μ

t , V

μ M t V μ μ t f t , . . . , t

μ M μ f i t V , i ar f

μ μ μ μ

μ

t t ,

μ μ μ μ

, , ,

,

t t , ,

μ μ μ μ

, , , , , , ,

, , ,

μ μ t

μ

t , V f t s f s t

u O t i μ f i μ f

u u ϵ

u j.u t g t i μ f

j ar g μ f μ f μ f μ f

t , V f t i μ f

s f s , . . . , s t u O t s V

t t V

t g t , . . . , t f g u ϵ i μ f

l k i μ f μ f μ f i μ f t V

Se a una signatur a y . Se define la funci´ on de r e em-

plazamiento c omo sigue: si , entonc es . Si ,

se a c omo sigue: . Entonc es,

.

Dado el t́ ermino , tenemos . Ob-

tenemos:

Par a el t́ ermino , tenemos , y obtene-

mos

Se a una signatur a, y . Se a c on

. Si , entonc es .

Se a una signatur a, y . Si , existe un

c on tal que .

68 RSC

( ). Por ( ), se tiene ( ). Por tanto, ( ), es decir,

( ) ( ). De esta manera, se verifica ( ).

Dado un t́ ermino , p o demos aso ciarle una funci´ on de reemplazamiento que haga

dicho t́ ermino -compatible.

Σ (Σ )

= = ( )

( ) = 1 ( )

=

V eamos un ejemplo de c´ alculo de para algunos t́ erminos.

= Σ( ) =

=

= Ø 1 Ø Ø Ø Ø

= Ø 1

= Σ( ) =

=

= Ø Ø 1 2 Ø Ø Ø Ø Ø Ø

= Ø Ø 1 2

A continuaci´ on demostramos que caracteriza la -compatibilidad de un t́ ermino

resp ect o a cualquier otra funci´ on de reemplazamiento . Para ello utilizamos algunos

resultados auxiliares.

Σ (Σ ) Σ( ) = ( ~ ) =

( ) ( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de la o currencia . Si = , el

resultado es inmediato. Si = y = (

~

), p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( ),

para alg ´ un 1 ( ). Puesto que ( ) = ( ) ( ) ( ),

obtenemos la conclusi´ on deseada.

Σ (Σ ) Σ( ) ( )

= ( ) = ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de . Si Σ , es trivialmente

cierto. Sea = ( ). (1) Si = , tomamos = . Entonces, si ( ), se

tiene que = e ( ) ( ) ( ). Si ( ), entonces y

1

′

∈

□

□

Demostraci ´ on j

t

j

j

t

l

t t

t t

t

t

t

t

t

1

Σ( )

Σ Σ

Σ

Σ Σ

Σ Σ

1

Σ( ) comp

comp

comp comp

comp

comp

Prop osicí on 4.1.10

Prop osicí on 4.1.11 ϵ

t t j

k j v

μ

j i i ϵ

t

ϵ

t t t

μ

ϵ

t t t t

t

t

μ t

t

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

μ

v

t

s t

μ t

t

t k u

μ

i μ μ

u.i

t

T t T t T

T

μ

T

Se a una signatur a, y . Entonc es,

si y s´ olo si .

Se a una signatur a, y . Entonc es,

si y s´ olo si .

∉ ∈ ≤ ≤

|

∈ ∉ ∉ ∈

∈ ∈ ∈

∈

∪ · · · ∪

∈ T ∈

⊑

⊑

¬

⊈ ∈ ∉

̸∉ ∈

∈

∉ ∈ ∈

̸≤ ≤

∉

∈ ≤ ∈

∈ ∈

⊑

⋢ ∈

∈ ∉ |

∈ ∉ ∉ ∈

| ∉

⊆ T

⊔

⊆ T ∈

⊑ i μ f i μ f t j k

s f s , . . . , s t

v O t s V s V j μ f

j μ f j μ f i μ f

j.v .i O t f g

μ f μ f μ f μ f

t μ μ

t , V μ M

t μ μ

μ μ t

t t

O t O t u O t u O t

O t t V ϵ O t t

u v .w v O t w ϵ

u v .w O t u O t v O t

t t C f t w ϵ w i.w i i ar f

v i μ f

u O t v .i u v .i O t s f t

i μ f i μ f

t μ μ

μ μ f t

i μ f i μ f s f s , . . . , s t

u O t s V u.i O t u.i O t

t V t μ

μ

μ t

μ

T , V

μ μ T μ

μ T

μ

T , V μ M

T μ μ

69

concluimos lo afirmado. Si ( ), entonces ( ) para alg ´ un , 1 ,

y , p or la hip´ otesis de inducci´ on, existe un t́ ermino = ( ) = con

( ) que verifica . Puesto que , tenemos que ( ), y ,

de hecho, que ( ); p or tanto ( ). Dado que ( ), concluimos

( ) y con ello demostramos nuestra afirmaci´ on. (2) Si = , entonces

( ) = Ø y ( ) = ( ) ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on se sigue la

conclusi´ on.

A continuaci´ on establecemos el resultado anunciado: la compatibilidad de un t́ ermino

resp ecto a una funci´ on de reemplazamiento viene determinada p or .

Σ (Σ )

( )

. Para establecer que implica ( ), primero de-

mostramos, p or contradicci´ on, que se cumple ( ). Si ( ), entonces

( ) ( ). Luego existe ( ) tal que ( ). Por tanto, deb e cumplir-

se ( ) = Ø, es decir, . Dado que ( ) para to do t́ ermino , p o demos

escribir = , donde ( ) es una o currencia reemplazante maxim al, y =

(p orque = ( )). Puesto que ( ), tenemos ( ), y p o demos

escribir como = [ (

~

)] . Dado que = , = , para alg ´ un , 1 ( ),

y siendo una o currencia reemplazante maxim al, se tiene ( ). Sin embargo,

puesto que ( ) y , se tiene ( ). Por tanto, si = (

~

), te-

nemos ( ). Por el Lema 4.1.8, ( ). Obtenemos una contradicci´ on. Por

tanto, concluimos ( ). Dado que , p or la Prop osici´ on 4.1.3, se sigue la

conclusi´ on.

Para demostrar la implicaci´ on en sentido contrario pro cedere mos tambi ´ en p or

contradicci´ on. Si , p or el Lema 3.1.6, existe un s ´ ımb olo Σ( ), tal que

( ) y ( ). Por el Lema 4.1.9, existe un subt́ ermino = ( ) =

con ( ) tal que . Puesto que ( ), obtenemos ( ) p ero

. As ´ ı pues, no es -compatible.

Las Prop osiciones 4.1.10 y 4.1.4 implican que la funci´ on de reemplazamiento carac-

teriza p or completo la -compatibilidad de un t́ ermino resp ecto a cualquier funci´ on

de reemplazamiento .

De manera an´ aloga, dado un conjunto de t́ erminos (Σ ), p o demos definir

una funci´ on de reemplazamiento = que hace que sea -compatible.

Esta funci´ on de reemplazamiento tambí en caracteriza la -compatibilidad de con

relaci´ on a cualquier otra funci´ on de reemplazamiento .

Σ (Σ )

( )

□

′ ′′

( ) ( )

Σ

′ ′′

R

R

R ∈ R

R

R

Demostraci ´ on

´

comp

comp comp

comp comp

com p

comp

⊑

⊑ ∈ ⊑ ⊑

∈

⋢ ∈ ⋢

{ | ∈ } ⊑ ⋢

¬

¬

∪

⊔

→

R

⊔

R

⊑

∈ R ⊆ ⊆

T

μ

T T t T

μ μ

T t

T t T t

μ μ

μ

T T

T T

com

com

L l L l

com

com

μ μ μ

V

4.2 Reescritura sensible al con texto y reescritura

Definicí on 4.2.1 (F unci´ on de reemplazamien to can´ onica) μ μ T

μ μ μ t T μ μ μ

t t T T

μ μ t T μ μ

μ μ t T μ μ μ μ

t T

T

μ T T T μ

μ μ

t l l r

μ l

μ

, R

μ

μ μ μ

μ

μ μ

l l L O l O l O l O l rsc

Se a un

SR TE. L a funci´ on de r e emplazamiento definida c omo

es la funci´ on de r e emplazamiento p ar a el SR

TE .

m ´ ınima

rsc

70 RSC

. Para demostrar que implica ( ), observemos que,

si , p or definici´ on de tenemos que para to do , . Por la

Prop osici´ on 4.1.10, ( ) para to do . Por tanto, ( ).

Para demostrar la implicaci´ on inversa, pro cedemos p or contradicci´ on. Sup onga-

mos que . Entonces, existe un tal que . Si no fuera as ´ ı, puesto

que es el supremo de , tenemos que . Sin embargo, si ,

p or la Prop osici´ on 4.1.10, ( ). Pero entonces, p or definici´ on de ( ), se

tiene ( ).

A partir de la definici´ on de , es f´ acil observ ar que si = , entonces =

.

En esta secci´ on aplicamos los conceptos y resultados intro ducidos en la secci´ on an-

terior al estudio de los c´ omputos realizados p or reescritura (sin restricciones ) y la

p osibilidad de aproximar ´ estos mediante la . El concepto de t́ ermino compatible

fue intro ducido considerando la necesidad de extender un emparejamiento parcial exis-

tente entre un t́ ermino y una parte izquierda de una regla de reescritura . Si,

dada una funci´ on de reemplazamiento , la parte izquierda de la regla de reescritura

involucrada en el emparejamiento parcial es un t́ ermino -compatible, ser´ a p osible, en

cuanto a las limitaciones que las restricciones de reemplazamiento imp onen, extender

el emparejamiento parcial. Si deseamos que esta propiedad se verifique para cualquier

regla de reescritura del SR

TE, tiene sentido establecer una funci´ on de reemplazamien-

to como la descrita p or la siguiente definici´ on.

= (Σ )

= =

can´ onica

T eniendo en cuenta la Prop osici´ on 4.1.11, es la funci´ on de reemplaza-

miento que hace que to das las partes izquierdas de las reglas del SR

TE sean t́ erminos

compatibles. Por tanto, all´ a donde empleemos dicha funci´ on de reemplazamiento

asumiremos este hecho, interpretando, de forma impl ´ ıcita, que significa

( ) para to da ( ), es decir, ( ) ( ) y tambí en ( ) ( ). T al

como mostraremos m´ as adelante, esta funci´ on de reemplazamiento tiene propiedades

muy imp ortantes relacionadas con la obtenci´ on de formas can´ onicas mediante la .

Antes de proseguir, veamos algunos ejemplos de c´ alculo de la funci´ on de reemplaza-

miento can´ onica.

R

⊥

R R R R

R R R

R R R R

Ejemplo 4.2.2

Ejemplo 4.2.3 μ μ μ μ

μ μ

μ μ μ μ ,

l hs

μ

μ

μ

μ

μ

μ μ

μ μ μ ,

μ μ μ μ , .

k f com

com com com com

com com com

com com com com

R

→ →

→

⊔ ⊔

{ }

R

→ →

→ →

→ →

→ →

→

• { }

• { }

• { }

• { }

• { }

• { }

{ } { }

R

4.2. REESCRITURA SENSIBLE AL CONTEXTO Y REESCRITURA

first(0,x) first(s(x),y::z) from(x)

from(x)

                                                                             if(true,x,y)

                                                                             if(false,x,y)

                                                                             and(true,x)

                                                                             and(false,x)

                                                                             0+x

                                                                             s(x)+y s(x)+y
first(0,x) [] from(x) x::from(s(x))

first(s(x),y::z) y::first(x,z)

s :: from first

if(true,x,y) x and(true,x) x

if(false,x,y) y and(false,y) false

first(0,x) [] 0+x x

first(s(x),y::z) y::first(x,z) s(x)+y s(x+y)

from(x) x::from(s(x))

if

if

and

and

+

+ s

s :: from

if and + first

71

=

=

( ) = ( ) = ( ) = Ø ( ) = 1 2

( ) = 1

( ) = 1

( ) = 1

( ) = 1

( ) = 1

( ) = 1 ( ) = Ø

( ) = ( ) = ( ) = Ø

( ) = ( ) = ( ) = 1 ( ) = 1 2

Resulta interesante comparar el establecimiento de las restricciones de reemplaza-

miento aso ciadas a un s ´ ımb olo de funci´ on -ario, , (definido mediante las reglas

de un programa ), cuando tomamos como criterio de selecci´ on de los ´ ındices re-

emplazantes la propiedad de compatibilidad de las partes izquierdas de las reglas de

Consider emos el SR T :

De acuer do c on la Definici´ on 4.2.1,

T eniendo en cuenta el Ejemplo 4.1.7 y puesto que , obtenemos la

siguiente funci´ on de r e emplazamiento c an´ onic a

y

Consider emos el SR

T obtenido al r eunir las r e glas que c onstituyen

los SR

Ts de los Ejemplos 3.3.3 y 4.2.2.

Par a las r e glas que pr o c e den del SR

T del Ejemplo 3.3.3, obtenemos las siguientes

funciones de r e emplazamiento aso ciadas a las distintas ’s de dichas r e glas:

.

.

.

.

.

y .

De acuer do c on lo estable cido en el Ejemplo 4.2.2, obtenemos la siguiente funci´ on de

r e emplazamiento c an´ onic a:

y

Σ

´

´

R

R

R R

R R

R

R

R R

R

R

R

R

∗

∗ ∗

∗

′ ′

∗

′

′ ′ ′ ′ f

             f(x) x

f f f

first

first first

first(0, )=[] first

R

≤ ≤

→

∈ ∉

∈

⊥ ̸⊥ ∉

⊑

R

⊑

R ∈ T

∈ ⊔ ⊑

‖ → ∈ ∈

‖ → ∈ ‖ → | | ≤ | |

‖ → ‖ →

| | ≺ | | | | | | com

str

com str

str com

com

str

com com

com

com

com

com

l

x x

M

M lex

Ejemplo 4.2.4

Ejemplo 4.2.5

Observ aci´ on 4.2.6

Prop osici´ on 4.2.7 μ

i i k

f i

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

μ

μ μ μ

μ

μ

μ μ

μ

l

, R l , V

μ M μ μ μ A

t σ l σ , V θ , V

t θ l x V ar l B θ x σ x B A

< A t s A t s

A < A A , s <, A , s A < A

72 RSC

reescritura de (obteniendo as ´ ı la funci´ on de reemplazamiento ), con el ḿ eto do

que emplea informaci´ on de , imp oniendo que un argumento para 1

sea reemplazante s´ olo si la funci´ on es -estricta (obteniendo as ´ ı una funci´ on de re-

emplazamiento que denotaremos como ). Mediante algunos ejemplos, p o demos

demostrar que no existe una corresp ondenc ia clara entre y .

1 ( ) 1 ( )

2 ( ) 2

= 2 ( )

Ahora investigaremos las propiedades de la cuando se consideran funciones de

reemplazamiento mayores o iguales que la funci´ on de reemplazamiento can´ onica

, es decir, .

rsc

strictness

strictness no es un ḿ eto do v´ alido

para definir funciones de reemplazamiento que aseguren la completitud de los c´ ompu-

tos realizados mediante la

strictness

B´ asicamente, la siguiente prop osici´ on establece condiciones suficientes para que

to da (multi)deriv aci´ on que llev a a una instancia de un t́ ermino lineal pueda ser

simulada p or obtení endose otra instancia del mismo t́ ermino lineal.

= (Σ ) (Σ )

:

( ) (Σ ) (Σ )

( ) ( ) : ( ) ( )

on no etheriana, empleando el siguiente orden estricto

bien fundado entre multideriv aciones: sean : y : dos multideri-

v aciones. Escribimos si ( ) ( ) ( ), es decir, o bien strictness

Consider emos la funci´ on definida me diante el pr o gr ama

L a funci´ on es estricta y, p or tanto, . Sin emb ar go, .

Consider emos la funci´ on definida me diante el pr o gr ama del

Ejemplo 4.2.2. T enemos que p er o no es -estricta, puesto

que . Lue go .

rsc

Como ver emos a c ontinuaci´ on, y en los c ap ´ ıtulos 11, 12 y 13,

la c ompletitud de los c´ omputos me diante la viene determinada p or la funci´ on de

r e emplazamiento c an´ onic a . Dado un SR

TE , s´ olo p o dr emos ase gur ar que los

c´ omputos r e alizados b ajo el c ontr ol de una funci´ on de r e emplazamiento obtienen

formas estables, valor es, etc. si, c omo m ´ ınimo, se cumple . El Ejemplo

4.2.5 demuestr a que, al fijar la funci´ on de r e emplazamiento emple ando informaci´ on

de , no siempr e obtenemos una funci´ on de r e emplazamiento mayor que .

Como c onse cuencia, el emple o de informaci´ on de

rsc . Esto c ontr asta de maner a signific ativa c on la pr´ actic a,

habitual en la pr o gr amaci´ on funcional, de estable c er las anotaciones aso ciadas a los

s ´ ımb olos de pr o gr ama emple ando informaci´ on de .

rsc

Se a un SR

TE line al p or la izquier da, un

t́ ermino line al y tal que . Si existe una multiderivaci´ on

, p ar a alguna sustituci´ on Subst , entonc es existe Subst

tal que y, p ar a to do , tenemos que y .

⋃

1

1

′

′ i

i

i i p

i

i i

i

p

1 1

1 1

1 2

+1

1 2 +1

1 1

1

1

1

1

1

( )

1

M

U

ϵ

M

com

l

com

x x

ϵ

m m

m m i w

x i i i

i

V

i p

i

V

p

i i i

x

W

p

W

p

i

m m

j j

j

m

j

i j

i i j

i j

i

i

j

i RedO c j i j

i

m

j j

′ ′ ′

′

∗

′

′

∗

′ ′

R

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

∗

′ ′

{ }

′ ′ ′

R

′

R

′

∗

′ ′ ′

′ ′

∗

′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

{ }

′ ′ ′ ′ ′

∗

′ ′

′ ′

′ ′ ′

′ ′

′ ′

∗

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

−

∈

′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′

′

| | | | ≺

| |

| | ‖ → →

‖ → | | − ⊆ ∀ ∈

̸⇒ ‖ ∈ ∉

∈

{ }

→ ‖ → →

⊑ ∈ R R ⊑

‖ → ∈

‖ → | | ≤ | |

∈ \

→

→ ‖ →

∩

≥ | ∩ |

|

≤ ≤

‖ →

→ → · · · → → ≤ ≤ | |

→ → · · · → → { | ≤ ≤

}

•

• ≤

≤ ≤ ≤

• ≤ ≤ { | ≤ ≤ ∧ ≤ }

{ } ⊆ \

≤ ≤

A A A A s s

A

A

<

A A

n A > A t t σ l

A t t A n U O t u, u U

u u u u ϵ U ϵ U

ϵ U U

U ϵ t σ

l r A t σ l σ r σ l A <

A μ μ l L μ

μ

θ t θ l x V ar l

B θ x σ x B A

y V ar r V ar l

l r θ y σ y

θ l θ r B θ r σ r

r C x , . . . , x x , . . . , x V ar r

V ar l m V ar r V ar l

w , . . . , w x , . . . , x r x r

i m

B θ x σ x θ x

s s s s σ x i m p B

B B r r r r p max p i

m

r C s , . . . , s C θ x , . . . , θ x

j < j p r C r , . . . , r i

i m r s j p r r

j j p RedO c j i i m j p

W w .V

y , . . . , y V ar r V ar l r

θ θ y σ y j m

r

B

73

(la deriv aci´ on es m´ as corta que ) o bien = y (ambas deriv aciones

son de igual longitud p ero el t́ ermino obtenido mediante es un subt́ ermino propio

del obtenido mediante ).

El caso base (deriv aciones minimales resp ec to a ) que considera multideriv a-

ciones cuya longitud es cero ( = 0) es inmediato.

Para el paso de inducci´ on, consideremos = 0. Sea : ( ),

donde la longitud de : es = 1, y ( ), es tal que ,

= . Consideramos dos casos: y .

1. Si , entonces, puesto que las o currencias en son disjuntas dos a dos,

deb e tenerse = . Entonces es un redex, y existe una sustituci´ on y

una regla tal que : ( ) ( ) = ( ). Dado que

, y (puesto que ( ), es lineal p or la izquierda y

, aseguramos las asunciones iniciales para el paso de inducci´ on) p or la

hip´ otesis de inducci´ on existe una tal que ( ) y

, para to da ( ),

tenemos : ( ) ( ), y . Puesto que las v ariables extra

pueden instanciarse arbitrariamente en cada paso de reducci´ on, sin ṕ erdida de

generalidad p o demos asumir que, para to da v ariable extra ( ) ( )

de la regla que se aplica, se verifica que ( ) = ( ). Observemos que

( ) ( ). Definimos la multideriv aci´ on : ( ) ( ) como sigue.

Sea = [ ], donde son to das las v ariables en ( )

( ), quiz´ as con algunas rep eticiones, es decir, ( ) ( ) . Sean

las o currencias (disjuntas) de v ariables en : =

para 1 .

Primero, escribimos cada multideriv aci´ on : ( ) ( ) como ( ) =

= ( ) para 1 . Aqu ´ ı, = .

Entonces, es : , donde = 1

, y:

= [ ] = [ ( ) ( )].

Para to do , 1 + 1, = [ ] es tal que, para to do ,

1 , = si + 1 y = en otro caso.

Para to do , 1 , sea ( ) = 1 en la

expresi´ on = .

Las v ariables extra ( ) ( ) presentes en son ins-

tanciadas p or haciendo ( ) = ( ) para 1 . Puesto que o cu-

pan p osiciones disjuntas entre s ´ ı y resp ecto a cualquier otra v ariable en ,

dicha instanciaci´ on no resulta alterada durante la deriv aci´ on . Claramente,

′

1 +1

Σ

1

1

1 1

1 i

j

i

j

j j j

j j

i

´

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′

′ ′ ′

′ ′ ′

∗

′

′ ′

∗ ∗

′

∗

′ ′

{ }

′ ′

∗ ∗

′

′

′

′

′

∗

′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′

∗

′ ′ ′

∗

′ ′

′ ′

∗

′ ′ ′ ′ ′

∗

′

′ ′

′

∗

′ ′ ′ ′ p

x

i

i

M

x

x ϵ

ov

ov ov

ov V

ov ov p

j j V v j

j ov j j j p

ov q q i

i u i

q

l l

ov

ov

U

j v

y j v

W

v y

j j j

i u

x ϵ

x ϵ

U

x

x

x ϵ

x

x x

x

| | ≤ | | | | −

≤ − ≤ ≤

| | { | ≤ ≤ }

‖ →

‖ → ∈ ‖ →

| | ≤ | | | | ‖ → → ‖ → ‖ →

∉ { ∈ | ∈

} \

• ∈ ∉ ∈

⊎ · · · ⊎

≤ ≤ ∈ ∈ |

{ ∈ | ∃ } { }

• { }

∉ |

≤ ≤ { }

⊑ ⊑

⊆

‖ → →

∈ \ ∪

| ≤ ≤

| → | | |

{ | ∈ }

| ≤ ≤

∈

‖ →

| | ≤ ‖ → ‖ →

‖ → → ‖ →

| | | |

‖ → ∈ ‖ →

| | ≤ | | ∈

‖ → ‖ → | | | | ≤ | | ≤ | | | | θ r r σ r r B A A n

p n i i m B

B p max p i m < n σ r σ l

B θ r σ l B < A

θ r θ l x V ar l B θ x σ x

B B < A t θ l θ r θ l t θ l

ϵ U U U u U u

O l U l U U U

u U u O l u O l

U U U U j

j p y V ar l v O l l y

U u U w . u v .w v .W Y y , . . . , y

U u , . . . , u l l z , . . . , z z

z V ar l l z

i i q Z z , . . . , z l

μ μ μ

Y V ar l U

U

t A t t σ l

σ t σ l σ

σ x σ x x V ar l Y Z

σ y t j p

C σ y t σ l C

W w v .w U

σ z t i q

x V ar l

Z V ar l C σ x σ x

C t s t s t s

A t σ l σ l A t σ l

A < A θ

t θ l x V ar l B θ x σ x

B A x V ar l

B θ x σ x σ x B B C B A A

74 RSC

( ) = y ( ) = . Puesto que y = 1, tenemos

1 para cada , 1 , y la longitud de la multideriv aci´ on

es = = 1 . Entonces, puesto que ( ) = ( ),

tenemos una multideriv aci´ on : ( ) ( ) tal que . Por la hip´ ote-

sis de inducci´ on, ( ) ( ), y para to do ( ), : ( ) ( ) y

. Puesto que, ( ) ( ) ( ), es decir, ( ),

se sigue el resultado deseado.

2. Si , descomp onemos el conjunto en un conjunto =

( ) de o currencias de que ‘solapan’ , y un conjunto = . En-

tonces:

Para to do , o bien ( ) o bien ( ). Po demos des-

comp oner como sigue: = tal que, para to do ,

1 , existe ( ) y ( ) tales que = , y

= = = . Sea = .

Considerando = , definimos = [ ], donde las

son v ariables nuev as y distintas entre s ´ ı, tales que ( ) y =

para to do , 1 . Sea = . Observemos que es lineal.

A ´ un m´ as, p or la Prop osici´ on 4.1.5 y la Prop osici´ on 4.1.10, .

T ambi ´ en, observemos que ( ), p orque las o ccurrenc ias en y

son disjuntas entre s ´ ı.

Entonces, p o demos expresar el t́ ermino en : ( ) utilizando una

sustituci´ on , tal que = ( ). La sustituci´ on se define como sigue:

(a) ( ) = ( ) para to do ( ) ( ),

(b) ( ) = para 1 . Por tanto,

: ( ) = ( ) . Adví ertase que = 1. Recordemos que

= .

(c) ( ) = para 1 .

Por tanto, teniendo en cuenta 2a y 2b, se sigue que, para to do ( [ ])

( y ( ) son disjuntos), tenemos deriv aciones : ( ) ( ) tales que

1 (recordemos que significa que o bien = ).

Ahora escribimos : ( ) ( ). Sea : ( ). Puesto que

, p or la hip´ otesis de inducci´ on existe una sustituci´ on tal que

( ) y para to da ( ), existe una : ( ) ( ) tal que

. Adví ertase que, para to da ( [ ]), tenemos una deriv aci´ on

: ( ) ( ) ( ). Por tanto, = + 1 + 1 =

□

1

1

1

1

1

1 1

1

Σ

Σ

1 1

1

Σ

T eorema 4.2.8

Demostraci ´ on i i i i

i i

i

i

i

i

i

i

q

i

q

q i

z i i z i u u

z i u

z i

u

z

M

i i i u

u x i

x

z

q

u u

x x

q

q q

q i i u

l μ

μ μ

i

i μ

q u q u

u q u

>ϵ

com

>ϵ

ϵ

>ϵ

>ϵ

x

x

′

∗

′ ′ ′ ′

′ ′

∗

′

′

′

∗

∗

′

′

∗

∗

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

∗

′ ′ ′ ′

∗

′

′

′ ′ ′

∗

′

′

∗

∗

R

∗

′

∗

′ ′ ′

∗

∗

{ }

∗

′

∗

′′

∗

′ ′′

′ ′

∗ ∗

′

′

∗ multiderivaci´ on

rsc

Se a un SR

TE line al p or la izquier da, y tal que

. Se a y una forma estable. Si , entonc es

existe un t́ ermino tal que , , y .

∈ ∈

‖ → | | ≤ | | | → |

‖ → | | | ≤ | |

| ≺

≤ ≤ ‖ → |

∈ | ‖ →

| | ≤ | | ≤ | |

• ∪ ∪ · · · ∪ ⊎

| ⊎ · · · ⊎ |

‖ → | | ≤ | | ∈

• ‖ →

‖ → ‖ → |

≤ ≤ ⊑ ⊆

⊆ ∈

≤ ≤ ∈

‖ → | |

| | ‖ →

‖ →

R ∈

⊑ ∈ T ∈ T ‖ →

‖ → ‖ →

‖ → → ‖ →

→ ‖ → ‖ →

| | | | | | | | ≥

→

‖ → ‖ →

∈ | | ≤ | |

‖ → x V ar l z Z

C θ z σ z C A σ z t σ l

C θ z σ l C A u ϵ

σ l σ l C < A

i i q θ θ z θ l

x V ar l B θ x σ x

B C A

θ θ θ θ θ V ar l V ar l

V ar l V ar l l θ

V ar l

B θ x σ x B A x V ar l

t θ l l l z , . . . , z θ l

θ l z , . . . , z θ l θ z , . . . , θ z

t θ l θ z , . . . , θ z θ z θ l

i i q μ μ O l O l

O l O θ l u O l i

i q u O θ l

θ l θ z , . . . , θ z θ l θ l , . . . , θ l

θ θ l θ l , . . . , θ l θ l t θ l

ϵ

t s

f f

, R μ M

μ μ t , V s , V t s

s t s r oot s r oot s s s

t t

s A t σ l σ r s

l r A t σ l A σ r s

A A A A n

A n t t σ l σ r s

s σ r s n > A

θ t θ l B θ x σ x

x V ar l B A

B θ r σ r

75

para cada ( [ ]). Para las v ariables , tenemos deriv aciones

: ( ) ( ) tales que . Puesto que ( ) = ( ),

tenemos que : ( ) ( ) y . Puesto que = , tene-

mos ( ) ( ). Por tanto, . Por la hip´ otesis de inducci´ on,

para cada , 1 , existe una sustituci´ on tal que ( ) ( )

y , para to da ( ), existen deriv aciones : ( ) ( ) tales que

. A partir de estos hechos:

Definimos como = . Puesto que ( ) = ( [ ])

( ) ( ), y es lineal p or la izquierda, est´ a bien definida,

y cubre to dos los enlaces para las v ariables en ( ). Por tanto, obtenemos

que cada : ( ) ( ) verifica para to do ( ).

T enemos que ( ). Puesto que = [ ], obtenemos ( ) =

( [ ]) = ( )[ ( ) ( )]. Por tanto, obtenemos la deriv a-

ci´ on ( )[ ( ) ( )]. T ambí en tenemos ( ) ( ) para

to do , 1 . Puesto que , ( ) ( ). Por la Prop osici´ on

3.2.9, ( ) ( ( )). Por tanto, dado que ( ), para to do ,

1 , obtenemos ( ( )) y p or las Prop osiciones 3.2.10 y 3.3.6,

( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )].

Por definici´ on de , ( )[ ( ) ( )] = ( ). Por tanto, ( ).

Esto completa la demostraci´ on.

En la siguiente prop osici´ on escribimos para denotar una que no

considera redexes a la o currencia v ac ´ ıa . El siguiente teorema establece la capacidad

de la para, dado un t́ ermino que se reduce a una forma estable cuyo s ´ ımb olo

a la ra ´ ız es , obtener un t́ ermino con el mismo s ´ ımb olo a la ra ´ ız .

= (Σ )

(Σ ) (Σ )

( ) = ( )

. Si es estable, el resultado es inmediato. Si no es estable, y

se reduce a una forma estable , existe una deriv aci´ on : ( ) ( )

para alguna regla . Escribimos : ( ) y : ( ) . Adví ertase que

= + 1 + . Pro cedemos p or inducci´ on en la longitud = 1 de la

deriv aci´ on . Si = 1, entonces es un redex. Puesto que = ( ) ( ) = ,

tomamos = ( ) = . Si 1, aplicamos la Prop osici´ on 4.2.7 a la deriv aci´ on .

Por tanto, existe una sustituci´ on tal que ( ) y : ( ) ( ) para to do

( ) tal que . Pro cediendo como en el caso 1 de la demostraci´ on

de la Prop osici´ on 4.2.7, p o demos definir una multideriv aci´ on : ( ) ( ) tal

□

´

Ejemplo 4.2.9

Ejemplo 4.2.10

>ϵ

>ϵ >ϵ ϵ

>ϵ >ϵ

>ϵ ϵ

com

com com

com

com

′ ′

∗ ∗

′ ′′ ′ ′′

′ ′

′

∗ ∗ ∗

{ }

′ ′

∗ ∗

′ ′

′

∗

′ ′

∗

′

∗

{ }

∗

′

R

R R

R

R

| | ≤ | | ‖ → ‖ → | |

| | | | ≤ | | | | | |

‖ → ‖ → ‖ → →

∈ ‖ → ‖ →

| | | |

‖ → ‖ → ‖ → → ‖ →

R

→ →

→

→ →

{ }

̸→

⊑

R

→ →

→

{ } ⊑

→

→

→ →

B A B θ r σ r s B

B A A A < A r g r r oot s g

B ϵ s θ r

s θ r σ r s t θ l θ r s r oot s g

r V θ r θ r σ r s

s θ r r oot s r oot s θ r

B B < A s

θ r s s s r oot s r oot s t θ l θ r s

t , , ,

t μ

μ μ .

t

μ μ

μ μ μ μ

μ μ

μ f(x,x) 0 h(0) 0

g(0,x) 0

f g s 0 h 0 g s 0 0

f(g(s(0),h(0)

),g(s(0),0)) f(g(s(0),0),g(s(0),0)) 0

0 f

g h

f(g(s(0),h(0)

),g(s(0),0))

0

f(x,y) g(x,y) a b

g(b,b) b

f g

g(b,b) b

f(b,a) g(b,a)

g(b,a) f(b,a)

f(b,a)

g(b,a) g(b,b) b

Consider emos el SR T :

Este SR

T no es line al p or la izquier da. El t́ ermino no

es una forma estable, puesto que p o demos escribir la siguiente derivaci´ on:

que r e duc e a un r e dex y, finalmente, a un r e ducto estable . T enemos que

, . Puesto que no es una o curr encia r e emplazante de

, tenemos que

Esto impide que la obtenga un r e ducto cuyo s ´ ımb olo a la r a ´ ız c oincide c on ,

viol´ andose el T e or ema 4.2.8.

Consider emos el SR T :

y la funci´ on de r e emplazamiento tal que (que no verific a

debido a la r e gla ). T enemos la siguiente -derivacion:

donde es una forma -normal de , p er o es una forma estable de

puesto que

76 RSC

que . De esta manera, la deriv aci´ on : ( ) ( ) verifica =

+ + . Si = ( ~

), entonces ( ) = y

, p or construcci´ on, la

deriv aci´ on no reduce una o currencia de un redex. Entonces, tomamos = ( ),

y , puesto que = ( ) ( ) , ( ) ( ) = , y ( ) = se sigue la

conclusi´ on. Si , entonces, si ( ) es estable, tambí en tenemos ( ) ( )

y tomamos = ( ). Claramente, ( ) = ( ). Si ( ) no es estable, puesto

que la deriv aci´ on verifica , p or la hip´ otesis de inducci´ on existe un tal que

( ) , , y ( ) = ( ). Por ello, puesto que ( ) ( ) ,

concluimos la demostraci´ on.

T al como muestra el siguiente ejemplo, la exigencia de linealidad p or la izquierda no

puede rela jarse sin comprometer el resultado anterior.

= ( ( ( ) ( )) ( ( ) ))

( ) =

Ø ( ) = ( ) = 1 1 2

rsc

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la condici´ on no puede ser

eliminada de las premisas del T eorema 4.2.8.

( ) = ( ) = 1

no

Σ μ

R

R

~

~

~ ~ ~

~

~ com

com μ

μ

Demostraci ´ on

⊑

R

→ →

→ →

→

→

{ }

→ → →

→

→ ‖ →

R ∈

⊑ ∈ T

∈

Ejemplo 4.2.11

Prop osicí on 4.3.1 μ

μ

μ μ

μ

μ

, R μ M

μ μ t , V μ C t

C

C

ω C C s C

C t

C x V

4.3 Caracterizaci´ on de las formas -normales

4.3. CARACTERIZACI

´

ON DE LAS FORMAS -NORMALES

g(b,a)

b

g(b,b) b f(x,y) g(x,y)

g(b,a) b a b

g(b,f(x,y)) b

g(b,g(x,y)) b

g

f(b,a) g(b,a) g(b,b) b

g

g(b,x) b

g

Dado que la -derivaci´ on no c ontin ´ ua mas al l´ a del t́ ermino , no obtiene un

t́ ermino cuyo s ´ ımb olo a la r a ´ ız es .

Consider emos el SR T :

En este c aso es p osible, incluso si estable c emos , apr oximar una derivaci´ on

de estabilizaci´ on c omo

Esto es debido a que no va a ser ne c esario r e ducir el se gundo ar gumento p ar a extender

un emp ar ejamiento p ar cial de las r e glas p ar a la funci´ on puesto que hemos pr op or cio-

nado de forma to das las p osibles formas de extenderlo, c on lo que cualquier

t́ ermino situado al l ´ ı har´ a pr o gr esar el emp ar ejamiento. Este c omp ortamiento es (c asi)

e quivalente al que tendr ´ ıa una ´ unic a r e gla

que sustituyer a las cuatr o r e glas que definen .

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a

tal que . Se a una forma -normal y CMR . Entonc es,

es un t́ ermino r ´ ıgido y fuertemente estable.

CMR

77

Sin embargo, tambí en p o demos dar un ejemplo de que, aunque la condici´ on

es suficiente, no es necesaria.

( ) = 1

expl ´ ıcita

A partir de aqu ´ ı, utilizaremos la Prop osici´ on 4.2.7 y el T eorema 4.2.8 aplic´ andolos a

deriv aciones, m´ as que a multideriv aciones. La corresp ondencia existente entre multi-

deriv aciones y deriv aciones (Observ aci´ on 2.3.7) nos autoriza a pro ceder as ´ ı. Pueden

realizarse, adem´ as, consideraciones similares para y , teniendo en cuenta las

propiedades corresp ondientes de las o currencias reemplazantes (ver el Lema 3.3.10).

Nuestro primer resultado establece que los contextos reemplazantes m´ aximos de las

formas -normales son contextos r ´ ıgidos.

= (Σ )

(Σ ) [ ] = ( )

[Ω]

. En primer lugar demostramos que [Ω] es r ´ ıgido, es decir,

( [Ω]) = [Ω]. Pro cedemos p or inducci´ on en la estructura de = [Ω]. El ca-

so [Ω] = Ω no es p osible puesto que ( ) no puede ser el contexto v ac ´ ıo. Si

[Ω] = , el resultado es inmediato.

R R

□

□ □

⊐

□ □

com com

1 ( )

Ω

1 1

Σ

Σ

Ω

′

′ ′ ′

R

R

R

R

R

R R

~ ~ ~

~ ~

~

~

~ ~

~

~ ~ ~

~

´

Ejemplo 4.3.2

Ejemplo 4.3.3

Ejemplo 4.3.4

∈ ∉

≤ ≤

∈ R ↑

↑ ≤ ≤

≤ ≥

≤ ≤ ≥ ≤ ≤

≥ ≥ ≥ R

∈

|

∈

∈ ⊑

∈ ∈

∈

→

→

⊑

↑

R

{ } ar f

i μ

i i

i

n n

j j j j j j

i i j j

μ

i i i v i

μ com

μ

s l

μ

com

com

com

com

μ

com com

μ μ f(x,x) x

f f( , )

f(a,b) f(a,b)

f( , ) f( , )

first

first(zero,x)

first( , ) first( , )

first( , ) first(0, ) first( , )

f(b)

f b

C f C , . . . , C

C t i μ f C i μ f

C i ar f

ω C

l L s l C

s C s , . . . , s l C l , . . . , l C

s l s l j m

s l s s l l i

i n s < l s l j n

s l t s l

t ϵ O t t

μ s < l s s l

v O l t s

v O s μ μ

v O l v O l v v

v O s

ω C > C

C C >

C < C ω C

μ

μ

μ μ

μ

μ μ μ

ω

t μ t

t

μ μ

C t t C ω t < t t

CMR

spr efix spr efix

El SR T

imp one que . Por tanto, es el c ontexto r e emplazante m´ aximo de

. Sin emb ar go, a p esar de que es una forma -normal, el -t́ ermino

no es r ´ ıgido ni tamp o c o fuertemente estable, puesto que .

Consider emos el SR

T del Ejemplo 1.1.2. Si hac emos

, tenemos que . Entonc es es una forma -normal. Su

c ontexto r e emplazante m´ aximo es . No obstante, no es

r ´ ıgido puesto que . Por tanto, .

CMR

Si c onsider amos el SR

T del Ejemplo 2.5.11, el t́ ermino

no es una forma -normal (puesto que y es un r e dex). Dado que

CMR y , c oncluimos que CMR no es

r ´ ıgido.

78 RSC

Si [Ω] = ( [Ω] [Ω]), y dado que, de acuerdo con la Definici´ on 3.2.5,

[Ω] = ( ) si ( ) y [Ω] = Ω si ( ), p o demos asumir en cualquiera

de los dos casos, que cada [Ω] es r ´ ıgido para cada 1 ( ) (bien p or la

hip´ otesis de inducci´ on o p orque, trivialmente, (Ω) = Ω). Por tanto, si [Ω] no es

r ´ ıgido, existe un esquema de redex ( ) tal que . Sea [ ] un contexto

m´ aximo tal que = [ ] y = [ ], es decir, [ ] es el prefijo com ´ un

m´ aximo de y . Dado que , p or el Lema 2.5.8, para to do 1 , o bien

(y entonces = Ω) o bien (y entonces = Ω). Existe al menos un ,

1 tal que . En otro caso, tendr ´ ıamos para to do 1 y

, p or

tanto, . Pero en ese caso, puesto que , y es lineal p or la izquierda,

p or el Lema 2.3.3, tambí en es un redex. Ahora bien, dado que ( ), no es una

forma -normal. Puesto que , tenemos que = Ω = y = Ω. Por tanto,

( ). Puesto que no contiene Ω-o currencias, de acuerdo con la definici´ on de ,

y p or la Prop osici´ on 3.2.6, tenemos ( ). No obstante, dado que , y

debido a que ( ), tenemos que ( ). Puesto que ( ) = ( ),

p or la Prop osici´ on 3.2.3, tenemos que ( ) lo cual sup one una contradicci´ on.

Ahora demostramos que ( [Ω]) Ω, es decir, que [Ω] es fuertemente estable.

Dado que [ ] no puede ser el contexto v ac ´ ıo, tenemos que [Ω] Ω. Por tanto,

puesto que [Ω] es r ´ ıgido, Ω [Ω] = ( [Ω]), lo cual completa la demostraci´ on.

La linealidad p or la izquierda no se ha impuesto arbitrariamente, tal como muestra

el siguiente ejemplo.

( ) = Ø

Ω

Ω Ω Ω Ω Ω

La condici´ on tamp o co se ha exigido en v ano:

( ) =

Ø

Ω Ω

Ω Ω Ω ( Ω Ω ) = Ω

Por ´ ultimo, si no es una forma -normal, ( ) no tiene p orqú e ser r ´ ıgido.

=

( ) = 1

[ ] = ( ) = = [Ω] ( ) = Ω ( )

□

□

Σ

Σ

Σ

~

~ ~

~

~ ~

~

~

~

R

∗

∗

R

∗

∗

R

∗

R com μ

com

com

com

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

R ∈

⊑ ∈ T →

≤

→

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

R ∈

⊑ ∈ T →

→ ≤

⊑

→

R ∈

⊑

´

Prop osicí on 4.3.5

Prop osicí on 4.3.6

T eorema 4.3.7 μ

μ

, R μ M

μ μ t , V μ C t t s

C s s

ω C C t s

ω t ω s s C t

< C ω C ω t ω s s

μ

, R μ M

μ μ t , V μ t s s

μ

t s C s

s C

C s

C s

s μ

μ μ μ

μ

μ t

μ t s t s μ t

t s s

μ t

μ

, R μ M

μ μ μ apr oximar

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a

tal que . Se a una forma -normal y CMR . Si ,

entonc es , y es fuertemente estable.

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a

tal que . Se a una forma -normal. Si , entonc es es

una forma -normal.

de

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a tal

que . T o da forma -normal es fuertemente estable.

79

Como consecuenc ia de la Prop osici´ on 4.3.1, obtenemos la siguiente propiedad que

establece la capacidad de las formas -normales para cualquier p osible

reducto suyo (mediante reescritura no restringida).

= (Σ )

(Σ ) [ ] = ( )

[Ω]

. Por la Prop osici´ on 4.3.1, ( [Ω]) = [Ω]. Puesto que , p or

la Prop osici´ on 2.5.9, tenemos que ( ) ( ) . Dado que [Ω] , de nuevo p or

la Prop osici´ on 2.5.9 tenemos Ω [Ω] = ( [Ω]) ( ) ( ) , lo que concluye

la demostraci´ on.

Las formas -normales contienen prefijos estables comunes a cualquier reducto (al-

canzado mediante reescritura no restringida) que pueda obtenerse a partir de ellas.

A continuaci´ on obtenemos algunos corolarios sencillos de la Prop osici´ on 4.3.5. La

primera prop osici´ on establece las condiciones que aseguran que el conjunto de formas

normales es cerrado ba jo reescritura (no restringida).

= (Σ )

(Σ )

. Si , p or la Prop osici´ on 4.3.5, [Ω] . Por la Prop osici´ on

3.2.6 y la Prop osici´ on 3.2.8, to da o currencia de que no se encuentra en [Ω] es

no reemplazante. Siendo [Ω] r ´ ıgido, no existen o currencias de redexes en que

solap en [ ] (ver la demostraci´ on de la Prop osici´ on 4.3.1), luego to do redex en es

no reemplazante, es decir, es una forma -normal.

La condici´ on es necesaria para asegurar que las formas -normales son

cerradas ba jo reducciones arbitrarias (el Ejemplo 4.2.10 muestra que si no se cumple

esta condici´ on, el conjunto de formas -normales puede tener reductos que no sean

-normales). Observemos que la Prop osici´ on 4.3.6 no significa que si

¯

es una forma

-normal de y es un reducto de

¯

, entonces es una forma -normal de . En

general no se tendr´ a que , condici´ on indisp ensable para hablar de como de

una forma -normal .

Los dos siguientes resultados caracterizan las formas -normales como t́ erminos

fuertemente estables (y

, p or tanto, estables).

= (Σ )

Σ

□

□

∗

R

R

R

~ ~

~ ~ μ

com

com

com

´

→

≤ ≤

̸

R ∈

⊑

⊑

R

→

→

→

→

R

→

→

{ }

⊑

→

→ →

´

Demostraci ´ on

C t t t

C t ω C ω t

C ω C ω t

, R μ M

μ μ μ

μ μ

μ

μ

μ μ μ

μ μ μ

μ

T eorema 4.3.8

Ejemplo 4.3.9

Ejemplo 4.3.10 f(x) a

a f(x)

c b

c b

f(x,y) c(x)

a b

f c

f(a,b) c(a)

f(a,b) f(b,b) c(b)

c(a) c(b)

CMR

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y tal que

. T o da forma -normal es estable.

unicidad de formas normales

Aunque la pr esencia de variables extr a en las r e glas de r e escritur a

hac e que se a dif ´ ıcil obtener una r elaci´ on de r e escritur a c onfluente, existen ejemplos

de SR

TEs c onfluentes. El SR

TE :

es c onfluente (pue de demostr arse que es fuertemente c onfluente, lo cual implic a la

c onfluencia del sistema). L os ´ unic os t́ erminos c on forma normal son y .

Consider emos el SR

T orto gonal (p or tanto c onfluente) :

y la funci´ on de r e emplazamiento tal que y . Observemos que

. Sin emb ar go, tenemos las siguientes derivaciones -normalizantes:

y

que obtienen formas -normales y distintas.

80 RSC

. Sea [ ] = ( ). Dado que , p or la Prop osici´ on 4.3.5,

[Ω] . Por la Prop osici´ on 2.5.9, ( [Ω]) ( ). La Prop osici´ on 4.3.5 tambí en

asegura que [Ω] es fuertemente estable, es decir, ( [Ω]) = Ω. Luego ( ) = Ω lo

cual concluye la demostraci´ on.

= (Σ )

. Inmediata, a partir del T eorema 4.3.7 y la Prop osici´ on 2.5.10.

Al considerar el Ejemplo 4.2.9, se advierte la necesidad de imp oner la linealidad p or

la izquierda para establecer el T eorema 4.3.8. El Ejemplo 4.2.10 tambi ´ en muestra que

la condici´ on no ha sido impuesta en v ano.

Si un SR

TE es confluente, se verifica la propiedad de :

si un t́ ermino tiene forma normal, ´ esta es ´ unica.

Sin embargo, dada una funci´ on de reemplazamiento , la confluencia del SR

TE no

implica la propiedad an´ aloga para las formas -normales.

( ) = 1 ( ) = Ø

Sin embargo, se garantiza una propiedad de unicidad m´ as d́ ebil: la unicidad de con-

textos reemplazantes m´ axim os.

+

□

′ ′′

Σ

1 1

[Ω] [Ω] [Ω]

Demostraci ´ on

~ ~ ~ ~

~ ~

~ ~

~

~

~ ~ ~

Prop osicí on 4.3.11 R

∈ ⊑

R

→ →

≤ ≤ ↑

≤ ≥ ≤

≤ ≤ ≤

∈ |

∈

≤ ≤

R

4.4 T raba jos relacionados

4.4. TRABAJOS RELACIONADOS

com

μ μ

μ μ

n n

i i i i i i

i

i u μ

μ

C C C

i

i

i i

com

R

′ ′′

′ ′′

′ ′ ′′ ′′

′ ∗ ′′ ∗

′ ′′ ′ ′′

′ ′ ′ ′′ ′′ ′′

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′

′

′ ′ ′ ′ ′

′

′

′′

′′

′ ′′ ′ ′′

R

, R

μ M μ μ s , s μ t

s s

C s C s

s s s s s

C s C s C C

C C C t , . . . , t C C t , . . . , t

t t t t t t

i n i i n t

u O C t C C s

μ u O C

C μ

u u u

t

t

i i n t t C C C

μ μ

μ

μ

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y c onfluente.

Se a tal que . Si son formas -normales de , entonc es

CMR CMR .

CMR CMR

CMR

spr efix spr efix spr efix

rsc

strictness

81

= (Σ )

¯ ¯

( ¯ ) = ( ¯ )

. Sean [ ] = ( ¯ ) y [ ] = ( ¯ ). Dado que

es confluente, existe un t́ ermino tal que ¯ y ¯ . Por la Prop osici´ on

4.3.5, [Ω] y [Ω] . Por tanto, [Ω] [Ω]. Entonces, existe un

contexto m´ axim o [ ] tal que [Ω] = [ ] y [Ω] = [ ] y o

bien (y entonces = Ω) o bien (y entonces = Ω) para 1

. Sin ṕ erdida de generalidad, p o demos escoger un , 1 tal que =

Ω. Sea ( [Ω]) tal que = [Ω] . Puesto que [ ] = ( ¯ ), dicha

Ω-o ccurrencia no es -reemplazante, esto es, ( [Ω]). Puesto que, p or la

Prop osici´ on 3.2.6, to da o currencia de un subt́ ermino distinto de Ω en [Ω] es -

reemplazante, y ( ) = ( ) = ( ), de acuerdo con la

Prop osici´ on 3.2.3, deb e tenerse tambí en = Ω. Este razonamiento es completamente

siḿ etrico si lo iniciamos exigiendo que = Ω. Por este motiv o, p o demos asegurar

que para to do , 1 , = = Ω, y

, p or tanto, [ ] = [ ] = [ ], lo cual

concluye la demostraci´ on.

La propiedad de formas -normales ´ unicas queda asegurada exigiendo la -confluencia

del SR

TE. Esta cuesti´ on se ab ordar´ a en el Cap ´ ıtulo 6.

Sin embargo, gracias a la Prop osici´ on 4.3.11, tal como queda demostrado en cap ´ ıtu-

los p osteriores, no v a a ser necesario exigir la -confluencia para llev ar a cab o, me-

diante el empleo de la , cierto tip o de c´ omputos ´ utiles en programaci´ on.

La mayor ´ ıa de los autores que emplean restricciones de reemplazamiento sint´ acticas

para definir alg ´ un tip o de restricci´ on de la reescritura asumen que o bien el programa-

dor v a a resp onsabilizarse de establecer las restricciones [KW95, Mar90] o que ser´ an

establecidas a partir de alg ´ un tip o de an´ alisis de [HW87, KW95]. Y a discu-

timos en el cap ´ ıtulo de intro ducci´ on y en la Secci´ on 4.2 los inconvenientes deriv ados

de esta forma de pro ceder. En [FGJM85] se hace hincapí e en que la definici´ on de

estrategias lo cales para los s ´ ımb olos de un programa OBJ2 no tiene p orqú e dejarse

a la discreci´ on del usuario y prop one el empleo de ‘heur ´ ısticos’ para acometer esta

tarea. El heur ´ ıstico propuesto como ejemplo para definir la estrategia lo cal aso ciada

a la funci´ on definida de la manera usual (ver el Ejemplo 3.3.3) anticipa la discusi´ on

realizada en la Secci´ on 4.1 que ha llev ado a la definici´ on de la funci´ on de reemplaza-

miento can´ onica, , para un SR

TE . No obstante, el resultado que se obtendr ´ ıa

al generalizar el ejemplo de heur ´ ıstico propuesto en [FGJM85

], emple´ andolo como los

R

R

R

R rsc

rsc μ

μ

μ

μ

μ

. . .

μ com

com

com

com

´ 82 RSC

autores sugieren, no conduce a una definici´ on de estrategias lo cales equiv alente a las

definibles a partir de .

En este cap ´ ıtulo hemos propuesto un ḿ eto do simple para establecer las restriccio-

nes de reemplazamiento adecuadas para un programa, mediante la funci´ on de reempla-

zamiento can´ onica . En secciones p osteriores analizaremos qú e comp ortamiento

cab e esp erar de los programas ejecutados mediante la ba jo una funci´ on de reem-

plazamiento . En ninguno de los traba jos considerados: [FGJM85

, KW95, Mar90,

OF97] se ofrece un an´ alisis formal de estas cuestiones. Cuando es mayor o igual

que , obtenemos un gran n ´ umero de resultados acerca de la completitud de la

en la ev aluaci´ on de t́ erminos a formas estables, v alores, formas normales, ; su

capacidad para definir buenas estrategias sensibles al contexto (que incorp oran una

restricci´ on adicional sup erpues ta a la inducida p or la funci´ on de reemplazamiento);

la eficiencia de los c´ omputos resp ecto a la no ci´ on de reducci´ on necesaria, etc. Como

hemos visto, el c´ alculo de la funci´ on no requiere cono cimiento alguno de las

partes derechas de las reglas de reescritura y tamp o co involucra el c´ alculo de puntos

fijos.

Cap ´ ıtulo 5

T erminaci´ on

rsc

rsc

rsc

rsc

Dado que la es una restricci´ on de la reescritura, es razonable esp erar que la imp o-

sici´ on de las restricciones sensibles al contexto pueda evitar la existencia de secuencias

de reducci´ on infinitas, incluso en el supuesto de que el SR

T no sea terminante. Sin

embargo, se hace necesario disp oner de ḿ eto dos que p ermitan, en cada caso, demos-

trar esta conjetura razonable de forma concluyente. En este cap ´ ıtulo ab ordamos este

problema.

Existe una v asta bibliograf ´ ıa sobre el tema de la terminaci´ on de sistemas de rees-

critura y encontramos tambí en un amplio abanico de t́ ecnicas y pro cedimientos para

demostrar de forma efectiv a la terminaci´ on de un SR

T [Art96, AG97, BL87, Der82,

Der87, DH95, DM79, F er95, GKM83, Gra96, MZ97, Zan94, Zan95]. Una forma de

ab ordar el problema de la definici´ on de ḿ eto dos para demostrar la terminaci´ on de

la para un SR

T (p osiblemente con v ariables extra) y una funci´ on de reemplaza-

miento dada es tratar de adaptar al ´ ambito de la los ḿ eto dos existentes para la

reescritura est´ andar (que no tienen en cuenta las restricciones de reemplazamiento ex-

presadas p or una funci´ on de reemplazamiento). Como quiera que dicho pro cedimiento

exigir ´ ıa la revisi´ on p ormenorizada de to da la literatura sobre el tema para adaptarla

a la presenc ia de las restricciones de reemplazamiento sensibles al contexto, hemos

adoptado un enfo que que p ermite emplear directamente los resultados est´ andar sin

necesidad de adaptaci´ on: intro ducimos una trasformaci´ on que, dado un SR

TE y una

funci´ on de reemplazamiento, pro duce un SR

TE cuya relaci´ on de reescr itura aso ciada

preserv a las propiedades de terminaci´ on de la relaci´ on sensible al contexto del SR TE

original.

La Secci´ on 5.1 formaliza la meto dolog ´ ıa de an´ alisis de la terminaci´ on de la

p or comparaci´ on con la terminaci´ on de la relaci´ on no restringida aso ciada a alg ´ un

tip o de SR

T deriv ado a partir del SR

TE original y la funci´ on de reemplazamiento

corresp ondiente.

83

R μ μ

μ

μ

Σ

( )

R R

R

R

R

R ∈

R → μ

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ , R μ M

μ

μ

CAP ´ ıTULO 5. TERMINACI

´

ON

5.1 An´ alisis de -terminaci´ on

Definicí on 5.1.1 ( -terminaci´ on) c ontr activa

rsc

rsc

Se a un SR

TE y . De cimos

que es -terminante si es terminante.

84

La Secci´ on 5.2 presenta una transformaci´ on (llamada ) sobre signatu-

ras y t́ erminos que toma una funci´ on de reemplazamiento como par´ ametro y que

emplearemos para realizar la demostraci´ on formal de terminaci´ on de la . M´ as

adelante, usaremos tambí en esta transformaci´ on al estudiar las conexiones entre las

restricciones de reemplazamiento sensibles al contexto y la secuencialidad fuerte de

un SR TE.

La Secci´ on 5.3 extiende la transformaci´ on contractiv a a SR

TEs. A partir de un

SR TE obtenemos un SR

TE . Establecemos condiciones para asegurar que al

aplicar la transformaci´ on sobre un SR

TE se obtiene un SR

T (sin v ariables extra).

La Secci´ on 5.4 formaliza el empleo de la transformaci´ on contractiv a para demostrar

la -terminaci´ on de un SR TE.

La Secci´ on 5.5 muestra c´ omo combinar los distintos ḿ eto dos presentados para

demostrar la -terminaci´ on de un SR

TE, p oniendo de manifiesto la necesidad de

to dos ellos pues ninguno de los ḿ eto dos discutidos incluye totalmente a los dem´ as.

La Secci´ on 5.6 discute el inteŕ es de las t́ ecnicas presentadas en el contexto de los

traba jos relacionados con la .

Finalmente, la Secci´ on 5.7 conecta la Ω-reducci´ on empleando un SR

TE y la

Ω-reducci´ on empleando el SR

TE transformado . Este estudio es necesario para el

an´ alisis que se efectuar´ a en la Parte I I acerca de la definici´ on de estrategias sensibles

al contexto -normalizantes.

El Ejemplo 1.1.2 suger ´ ıa la p osibilidad de eliminar secuenc ias de reducci´ on infinitas

mediante la imp osici´ on de restricciones de reemplazamiento. Po demos preguntarnos si

es p osible demostrar formalmente la inexistencia de secuencias de -reducci´ on infinitas

para un SR

TE y una funci´ on de reemplazamiento dadas. Por ejemplo, para y

tal como se dieron en el Ejemplo 1.1.2 mencionado. En otras palabras, nos planteamos

si es p osible demostrar la -terminaci´ on de un programa.

= (Σ )

Con el fin de aprovechar las t́ ecnicas existentes para demostrar la terminaci´ on de los

sistemas de reescritura, los ḿ eto dos de demostraci´ on de la -terminaci´ on que pre-

sentamos est´ an basados en establecer homomorfismos entre la relaci´ on de reescritura

sensible al contexto y relaciones de reescritura aso ciadas a otros sistemas de reescri-

tura vinculados al que se estudia. Emplearemos el siguiente resultado.

□

□

□

′

′

′

′ ′

′

R R T

T R

R R

R

′

⊤ i

A

μ μ ,V

,V μ

μ μ

μ

u u u

u

5.1. AN

´

ALISIS DE -TERMINACI

´

ON

+

1 2 3

+

1

+

2

+

3

+ +

Σ

( ) ( ) (Σ )

(Σ ) ( )

( ) ( )

+

( )

Σ

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

⊆ × ⊆ ×

→

· · · ∈ ≥

· · ·

→

⊆

R ∈ ⊑ R

R

→ →

→

→ → →

R ∈ R

R

→

→ → → · · ·

| ∈

R

T eorema 5.1.2

T eorema 5.1.3

T eorema 5.1.4

Observ aci´ on 5.1.5 μ

A B S A A T B B

h A B S T

T S

S

a S a S a a A i

h S T

h a T h a T h a T

h A B S T

S T T T

S T

A S T A

, R μ, μ M μ μ

μ μ

S T h

μ

, R μ M

μ

μ μ

l r

l r l r r l

r V

μ

μ μ

Se an y dos c onjuntos y , r elaciones

binarias sobr e ´ estos. Se a un homomorfismo entr e las r elaciones y .

Si es terminante, entonc es es terminante.

id

Se a un SR

TE y tales que . Si es

-terminante, entonc es es -terminante.

id

id

Se a un SR

T y . Si es terminante, entonc es

es -terminante.

No tiene sentido formular el T e or ema 5.1.4 p ar a SR

TEs puesto

que no existen SR

TEs terminantes. Esto es as ´ ı p or que la pr esencia de una r e gla

c on variables extr a implic a la existencia de una derivaci´ on infinita

si es una variable de la r e gla.

85

:

. Por contradicci´ on. Sup ongamos que no es terminante. En-

tonces existe una secuencia infinita , donde para 1.

Puesto que es un homomorfismo entre y , obtenemos una secuenc ia infinita

( ) ( ) ( ) lo cual contradice la hip´ otesis de que es terminante.

Cualquier homomorfismo : entre relaciones y tambi ´ en ser´ a un homo-

morfismo entre y , dado que incluye .

Un ejemplo simple de homomorfismo entre relaciones y sobre un mismo con-

junto y tales que es la funci´ on identidad para el conjunto . Empleando

el T eorema 5.1.2, tenemos un primer resultado trivial.

= (Σ )

. T omamos = , = y = en el T eorema

5.1.2. La Prop osici´ on 3.3.7 asegura que es un homomorfismo entre y

, luego tambí en entre y .

El siguiente resultado formaliza una primera aproximaci´ on a la idea de que p o demos

emplear directamente los ḿ eto dos est´ andar para demostrar la terminaci´ on de SR Ts

en la demostraci´ on de la -terminaci´ on de un SR T.

= (Σ )

. Hacemos = en el T eorema 5.1.3.

[ ] [ [ ] ]

extra

Aunque la -terminaci´ on del SR

T presentado en el Ejemplo 3.3.3 (que es terminante)

puede demostrarse con facilidad empleando el T eorema 5.1.4, dicho teorema no es ´ util

para demostrar la -terminaci´ on de SR

TEs. T amp o co es ´ util para demostrar la -

terminaci´ on del SR

T del Ejemplo 1.1.2 con resp ect o a la funci´ on de reemplazamiento

□

□ μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ μ

Ejemplo 5.2.1

R

→

R

→

{ }

→ → → · · ·

→ → → · · ·

→

→

´

´

5.2 La transformaci´ on con tractiv a

::

                                                                      from(x) x::from(s(x))

from

                                                                      f(x) g(y)

f

g

                                                                      f(x) g(f(x)) g(g(f(x)))

g(f(x))

::

                                                                      from(x) x::from(s(x)) x::s(x)::from(s(s(x)))

x::from(s(x))

                                                                      from(x) x::from(s(x))

from(s(x))

                                                                      from(x) x::

Se a definido c omo sigue:

Se tr ata de un SR T c on variables extr a, un SR

TE. Si imp onemos y

, una derivaci´ on infinita c omo

no pue de pr o ducirse p or que tr as el primer p aso de -r e duc ci´ on se obtiene una forma

-normal .

rsc

86

en ese ejemplo. Esto se deb e a que no es terminante. Sin embargo, no es dif ´ ıcil

comprobar que la restricci´ on ( ) = Ø intro duce un imp edimento esencial para la

construcci´ on de secuenc ias de -reducci´ on infinitas. Esto es as ´ ı p orque esta restricci´ on

romp e el car´ acter no terminante que intro duce en el SR

T la regla de reescr itura

que define la funci´ on .

B´ asicamente, la intro ducci´ on de restricciones de reemplazamiento mejora el comp or-

tamiento de terminaci´ on de un SR

TE p orque evita que las secuencias de reducci´ on

se p erp et ´ uen hasta el infinito al inhibir la capacidad de algunos subt́ erminos (los no

reemplazantes) de iniciar estas secuencias. Por un lado, la intro ducci´ on de restriccio-

nes de reemplazamiento p ermite hablar de ( -)terminaci´ on de un SR

TE, algo que no

tiene sentido en reescritura no restringida (recordemos la Observ aci´ on 5.1.5).

( ) = 1

( ) = Ø

V olviendo al caso planteado al final de la secci´ on anterior, empleando una funci´ on de

reemplazamiento que satisfaga ( ) = Ø se corta una secuencia infinita como

en el segundo paso de reducci´ on. Esto es as ´ ı p orque imp edimos la generaci´ on de dicha

secuencia p or el t́ ermino , parte derecha de la regla de reescritura

Para dar un tratamiento formal a este fen´ omeno, observemos que, si eliminam os

p or completo el subt́ ermino no reemplazante en la parte derecha de la

regla anterior, sustituý endolo p or una nuev a constante , esto puede expresar el

hecho de que no v amos a necesitar considerar las p osibles reducciones iniciadas p or

el subt́ ermino sustituido. De esta forma, p o demos p ensar que la regla de reescritura,

en cuanto a la se refiere, se comp orta como si tuviera la forma

Es sencillo ver que dicha regla no intro duce secuencias de reducci´ on infinitas.

{

′ ′ μ

μ

μ

μ

μ

μ

Σ

Σ

Σ

( )

Σ

1 1

{ }

∈ { }

| |

| | ∈

∈ T

T

∈

T → T

∈

R

•

•

≡

T ≡

∈ T ∈ ≡

≡

≡

5.2. LA TRANSFORMACI

´

ON CONTRACTIV A

μ

μ μ

μ

μ μ

μ

μ μ

μ

μ μ μ f

μ

μ

μ μ μ μ

μ μ

τ μ

τ μ μ

τ

n n μ μ

τ μ μ

μ μ μ

τ

μ first(s(x),y::z) first (s ,:: )

                    y::first(x,z) ::

Definicí on 5.2.2 (Signatura -contracta)

Definicí on 5.2.3 (F unci´ on de -contracci´ on)

Ejemplo 5.2.4

Prop osicí on 5.2.5 μ

μ f , g , . . .

μ M μ f , g , . . .

ar f μ f

f μ

μ f f

t , V

, V

μ

μ μ M

μ τ , V , V

τ t x t x V

f τ t t f t

τ μ

t f t f f

μ μ f

μ f

μ

t τ t

t τ t

τ

, V t s τ t τ s

t, s , V μ M t s t

C t , . . . , t s C s , . . . , s C t s

t s C t s

τ s τ t τ C

τ eliminar p or c ompleto

Se a una signatur a y

. L a signatur a -c ontr acta se encuentr a en c orr esp on-

dencia biun ´ ıvo c a c on y sus s ´ ımb olos verific an: .

-c ontr ac ci´ on

Se a una signatur a y .

L a se define c omo sigue:

si

si

-r e emplazantes

Consider emos el SR

T del Ejemplo 1.1.2 y la funci´ on de r e empla-

zamiento dada en el ejemplo. Entonc es,

El t́ ermino se c ontr ae a .

El t́ ermino se c ontr ae a .

Par a to do y , implic a que

y , donde CMR CMR .

CMR CMR

87

De hecho, p o demos ir m´ as all´ a y aquellos subt́ erminos

situados sobre o currencias no reemplazantes de un t́ ermino dado. Esto significa que

la aridad de los s ´ ımb olos de funci´ on quedar´ a mo dificada lo cual implica traba jar con

s ´ ımb olos de una signatura diferente: la signatura -contracta.

Σ =

Σ =

Σ ( ) = ( )

Por tanto, un s ´ ımb olo de la signatura -contracta Σ admite tantos argumentos

como argumentos reemplazantes ( ) tiene el s ´ ımb olo corresp ondiente Σ. Este

es el efecto que dese´ abamos obtener en cuanto a los s ´ ımb olos de la signatura se refiere.

En cuanto a los t́ erminos, p o demos aso ciar a cada t́ ermino (Σ ) un t́ ermino en

(Σ ) donde hayan desaparecido p or completo los subt́ erminos no reemplazantes.

Esto se formaliza mediante una funci´ on de de t́ erminos.

Σ

funci´ on de -contracci´ on : (Σ ) (Σ )

( ) =

=

( (

~

)) = (

~

)

La definici´ on inductiv a de establece que el c´ alculo del t́ ermino -contra ´ ıdo a partir

de un t́ ermino = (

~

) pro cede cambiando el s ´ ımb olo p or y situando ba jo el

nuevo s ´ ımb olo la -contracci´ on de los argumentos de conserv ando

la disp osici´ on relativ a que ´ estos ten ´ ıan en el t́ ermino original. Los argumentos no

-reemplazantes de se desechan.

= ( ) =

= ( ) =

Escribimos para denotar la equiv alencia inducida p or la funci´ on sobre el con-

junto (Σ ): si y s´ olo si ( ) = ( ). Distintos miembros de una clase de

equiv alencia comparten el mismo contexto reemplazante m´ axim o,

(Σ ) =

[ ] = [ ] [ ] = ( ) = ( )

T ambi ´ en es interesante advertir que, si , y [ ] = ( ) = ( ),

entonces ( ) = ( ) = ( [ ]). Por tanto, cada contexto reemplazante m´ aximo

puede verse como el represe ntante de una -clase.

A continuaci´ on demostramos que la funci´ on es sobreyectiv a.

□

Σ

Σ

Σ

′ ′ ′

′

~ ~

~

{

′ ′

′

′ ′

′ μ

μ

μ

μ

μ

μ

i

t

t t

t

i

´

´

Σ

Σ

Σ Σ

( )

( )

( )

( )

Σ

+

Σ ( )

( ) ( )

( ) ( )

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∈

T → T

∈ T

∈ T

∈ ∪ ∈ ∈

∈

∈ T

∈ T

∈ T

∈ T

∈ T

∈ T

T ≡ T

→

∈ ∈ T

→

| ∩ |

∈ ∈ T ∈ | |

| |

| | |

| | | | |

|

Prop osici´ on 5.2.6

Definicí on 5.2.7

Prop osici´ on 5.2.8 ( preserv a los subt́ erminos reemplazantes) μ μ

μ

μ

μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ ar f

ar f

μ

ar f

μ f

μ

μ μ

μ μ

τ μ

μ

μ μ,t μ

μ

μ,t μ

μ

μ,t

i μ,t

t μ,t

μ t

μ

μ

μ

μ u μ ν u

μ u μ ϵ

μ μ ϵ μ ν ϵ μ ν u

u i u μ u μ i u μ i u

μ i ν u μ μ μ μ μ f

Se a una signatur a y . L a funci´ on de -c ontr ac ci´ on

es sobr eye ctiva.

Se a una signatur a y . Se a . L a funci´ on

se define c omo sigue:

si

si y

Se a una sig-

natur a y . Si y , entonc es .

μ M μ

τ , V , V

s , V

t , V s τ t s

s V s x V t x s f

f f

ar f t f

ar f > ar f μ f

t , V r oot t f

s f s s , V

t , V s τ t t f t

t , V t t

s , V

τ t , V τ t

s s τ t τ

, V / , V

τ

t

τ t ν O t O τ t

μ M t , V

ν O t O τ t

ν u ϵ u ϵ

μ f .ν u t f t u i.u

ν ν

μ

τ ν

t τ

τ

μ M t , V u O t τ t τ t

u u ϵ τ t τ t

τ t τ t τ t τ t u i.u t f t

t t τ t τ t τ t

τ t τ t τ f t f τ t

88

Σ

: (Σ ) (Σ )

. Hay que demostrar que, para to do (Σ ), existe un

(Σ ) tal que = ( ). Lo haremos p or inducci´ on en la estructura de . Si

Σ , distinguimos dos casos: si = , definimos = . Si = Σ ,

sea Σ el s ´ ımb olo corresp ondiente a en Σ . Distinguimos dos casos:

1. ( ) = 0. Hacemos = .

2. ( ) 0. Dado que ( ) = 0, deb e tenerse ( ) = Ø. Entonces,

p o demos escoger un (Σ ) cualquiera que verifique ( ) = .

Si = ( ~

), con ~ (Σ ) , p or la hip´ otesis de inducci´ on existe una

tupla (Σ ) tal que ~ = ( ). Definimos = (

~

), para alguna tupla

~

(Σ ) tal que

~

= .

Esta prop osici´ on nos autoriza a referirnos a cualquier t́ ermino (Σ ) como la

imagen p or de alg ´ un t́ ermino (Σ ). Por tanto, a menudo escribiremos ( )

en vez de asumiendo que = ( ). Esta prop osici´ on tambí en significa que es

una biyecci´ on entre (Σ ) y (Σ ).

A partir de la definici´ on de , es claro que los subt́ erminos que o cupan las o cu-

rrencias no reemplazantes se pierden. Es p osible relacionar el conjunto de o currencias

reemplazantes de un t́ ermino con el conjunto de o currencias del t́ ermino contracto

( ) mediante una funci´ on biyectiv a : ( ) ( ( )).

Σ (Σ )

: ( ) ( ( ))

( ) =

=

I N ( ) ( ) = (

~

) =

Escribiremos simplemente en lugar de cuando la funci´ on de reemplazamiento

se sobreentienda en el contexto de lo que se exp one.

A continuaci´ on, establecemos c´ omo se pueden emplear las funciones y para

determinar la estructura de los t́ erminos contra ´ ıdos p or .

Σ

(Σ ) ( ) ( ) = ( )

. Por inducci´ on en la longitud de . Si = , ( ) = ( ) =

( ) = ( ) = ( ) = ( ) . Si = , sea = (

~

). Puesto que

= , tenemos que ( ) = ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) =

( ) . Por otro lado, ( ) = ( (

~

)) = ( (

~

)). Dado que, de acuerdo

′

□

□ i

i

t

i t

i i

i

i i i

+

( )

+

( ) ( )

Σ

+ +

Σ

′

′

′

′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

Demostraci ´ on

5.3 Con tracci´ on de sistemas de reescritura

5.3. CONTRACCI

´

ON DE SISTEMAS DE REESCRITURA

| ∩ | ∈

| ∩ | ∈

∈ | |

∈ T ∈ ∈ ∩

∈

∈ ∈ ∩

| ∩ | | ∩ |

R ∈

R R

•

• { → | → ∈ }

→

R R

R R

R

→ →

→ →

→

→ if (true ) x and (true ) x

if (false ) y and (false ) false

+ (0 ) x

+ (s ) s

Prop osicí on 5.2.9

Definicí on 5.3.1 (SR

TE -contracto)

Ejemplo 5.3.2 μ

i μ μ μ f t μ i

i t μ

t μ μ i ν u μ ν u

μ μ

t

s t s

t s

t s μ

i

μ

i μ

i μ

i t

s t

i t

i s s

μ μ μ

μ

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ μ

μ μ μ τ i f f t μ

μ f f τ t ν u O τ t

μ f .ν u O τ t

ν u O τ t τ t τ t

t, s , V μ M u O t O s u

u ν u ν u

u u ϵ

u i.u u u

t f t s f s u u u O t

u O s u O t O s ν u

ν u ν ν u μ f .ν u μ f .ν u ν u

μ , R μ M

μ , R

μ

R τ l τ r l r R

ρ R R

, R

μ R

Se an , y . Si spr efix

spr efix , entonc es .

spr efix spr efix

spr efix spr efix

Se a un SR

TE y . De-

finimos la -c ontr ac ci´ on de c omo sigue:

es la signatur a -c ontr acta (Definici´ on 5.2.2).

.

L a funci´ on sobr eye ctiva r elaciona, de la forma obvia, las r e glas de

r e escritur a de y .

Consider emos el SR

T del Ejemplo 3.3.3 y la funci´ on

de r e emplazamiento dada en el ejemplo. El c onjunto obtenido c onsta de las

siguientes ‘r e glas’:

que no c onstituyen un SR

T, puesto que varias r e glas p ose en .

89

con la definici´ on de , el -´ esimo argumento de en (

~

) se convierte (tras ser -

contra ´ ıdo) en el I

N ( ) -´ esimo argumento de ( (

~

)), si ( ) ( ( )),

tambí en se tiene que I

N ( ) ( ) ( ( )). De acuerdo con la Definici´ on

5.2.7, p o demos escribir ( ) ( ( )) y dado que ( ) = ( ) se sigue

la conclusi´ on.

La siguiente propiedad ser´ a utilizada m´ as adelante.

(Σ ) ( ) ( ) ( ) =

( ) ( ) = ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de la o currencia . Si = ,

es inmediato. Si = , entonces, dado que ( ) = ( ), tenemos que

= (

~

), = ( ~

) y ( ) = ( ). Por la Prop osici´ on 3.2.1, ( )

y ( ), es decir, ( ) ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) =

( ). Por definici´ on de , ( ) = I

N ( ) ( ) = I

N ( ) ( ) = ( )

lo cual concluye la demostraci´ on.

La trasformaci´ on sobre t́ erminos presentada en la secci´ on anterior se extiende f´ acil-

mente a una transformaci´ on sobre sistemas de reescritura, sin m´ as que aplicarla a los

t́ erminos que constituyen las reglas del sistema.

= (Σ )

= (Σ )

Σ

= ( ) ( )

:

Es p osible que no sea un SR

T, incluso cuando es un SR T.

= (Σ )

v ariables extra

□

Σ

Σ

Demostraci ´ on

´

´

μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

μ μ μ

μ μ μ

μ μ μ

μ μ

r μ

μ

μ

μ μ

μ

→

→

⊆

⊆

R ∈

R → ∈ ⊆

→ ∈

→

⊆

R

R

R

R ∈ R

R

R → ∈

∉ ⊆

R

∈ ∈

∈

R ∈ ∈

⊆

Definicí on 5.3.3 (SR

TE -conserv ativo)

Observ aci´ on 5.3.4

Prop osici´ on 5.3.5 τ l r

τ l τ r

r l V ar r V ar l

τ

r τ r τ l

V ar τ r V ar τ l

μ , R μ M

μ l r R V ar r

V ar l

l x x V ar l

μ

μ μ r oot r l r

r V ar r

V ar r V ar l

μ μ

μ

, R μ M μ

, R τ l τ r R

τ l V V ar τ r V ar τ l

x V ar τ r x V ar τ r

ν x V ar r

x V ar l x V ar τ l

V ar τ r V ar τ l

μ

τ

Se a un SR

TE y .

De cimos que el SR

TE es si, p ar a to da ,

.

Si un SR

TE no es c olapsante ( , ver [KKSV95 ]), es

de cir, no c ontiene r e glas del tip o donde es una variable, siem-

pr e es p osible definir una funci´ on de r e emplazamiento que haga que el SR

TE se a

-c onservativo: Si imp onemos p ar a to da r e gla del SR

TE, for-

zamos que no c ontenga ninguna variable r e emplazante. Por tanto, y,

trivialmente, p ar a to da r e gla.

Se a un SR

TE y . Si es -c onservativo,

entonc es es un SR T.

90

Puesto que s´ olo tiene sentido preguntarse p or la terminaci´ on de un SR

T (recordemos

la Observ aci´ on 5.1.5), estudiamos las condiciones que aseguran que la contracci´ on de

un SR

TE es un SR

T. Para asegurar que la aplicaci´ on de a una regla pro duce

una regla de reescritura ( ) ( ) sin v ariables extra, bastar ´ ıa con exigir que cada

v ariable reemplazante en tambí en lo sea en , es decir, ( ) ( ). De esta

manera, puesto que preserv a los subt́ erminos reemplazantes (Prop osici´ on 5.2.8),

cualquier v ariable reemplazante en seguir´ a presente tanto en ( ) como en ( ) y

cumplir´ a la condici´ on ( ( )) ( ( )) de ausencia de v ariables extra en la

regla transformada.

= (Σ )

-conserv ativo ( )

( )

collapsing

( )

( ( )) = Ø

( ) = Ø

( ) ( )

La siguiente prop osici´ on establece que, dado un SR

TE y una funci´ on de reemplaza-

miento , el hecho de que sea -conserv ativo es una condici´ on suficiente para que

la -contracci´ on sea un SR T.

= (Σ )

. Sea = (Σ ). Para cada regla ( ) ( ) ,

verificamos que ( ) y ( ( )) ( ( )). A partir de la Definici´ on 5.2.3,

la primera condici´ on es inmediata si asumim os que es un SR

TE. Para comprobar

la segunda condici´ on, consideremos ( ( )). Puesto que ( ( )), y

dado que es biyectiv a, p or la Prop osici´ on 5.2.8 deb e tenerse ( ). Puesto

que es conserv ativo, ( ) y

, p or la Prop osici´ on 5.2.8, ( ( )). Por

tanto, ( ( )) ( ( )).

A continuaci´ on nos o cupamos brevemente de estudiar la preserv aci´ on, p or parte de la

transformaci´ on de -contracci´ on de SR

TEs, de determinadas caracter ´ ısticas sint´ acti-

cas de los SR

TEs.

Claramente, la transformaci´ on siempre preserv a la linealidad p or la izquierda

de los SR

TEs.

□

μ

l f(x,x) a

f

f (x) a

Σ

Σ

( ) ( ) ( )

Σ

Σ

Σ

Σ

( )

R

′

′

′

′ ′

R

′ ′ ′

′

′ ′

′ ′

R

′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

R ∈

R

R

→

{ } R

→

∈ ∈ T ∈

∈

∈

∈

R ∈

⊑ ⟨ ⟩ R

⟨ ⟩ R

⟨ ⟩ R ∈

| | ∈

⊑ ∈ ∈

∈

| | |

|

| ⟨ ⟩

R | |

∈ ⊑

|

T eorema 5.3.6

Ejemplo 5.3.7

Prop osicí on 5.3.8

T eorema 5.3.9 μ

μ

μ μ

μ

μ μ

μ μ

μ μ μ

μ

μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ

μ μ μ μ f μ μ μ μ f μ μ μ μ f μ μ

μ μ μ

com

u

μ u μ μ

u

u u

com μ

l μ

μ μ μ

μ μ μ μ u μ μ u u

μ μ u μ μ μ

μ μ u μ μ μ μ ν u μ μ

μ

μ μ u μ μ u

μ μ com

u

, R μ M

μ μ

τ

μ

μ M t , V σ

, V σ , V σ x τ σ x

x V τ σ t σ τ t

t x V τ x x

σ σ τ t σ τ x σ x τ σ x τ σ t

t f t τ τ σ t τ σ f t

τ f σ t f τ σ t f σ τ t σ f τ t σ τ t

τ σ t σ τ t

, R μ M

μ μ σ l σ r , σ r

τ σ l σ r , τ σ r

σ l σ r , σ r u O l

l l σ σ l σ l u O l

μ μ u O l ν u O τ l

σ σ x τ σ x x V

τ σ l σ τ l τ σ l σ τ l σ l σ l

σ τ l σ τ l σ l hs

τ l τ l σ τ l σ τ r , σ τ r

σ τ l σ τ l σ l σ l σ

σ x τ σ x x V μ μ

l hs

l l a un SR

TE line al p or la izquier da y . Enton-

c es, es line al p or la izquier da.

Consider emos el SR T :

que no es line al p or la izquier da y la funci´ on de r e emplazamiento dada p or

. El SR T

s ´ ı es line al p or la izquier da.

Se a una signatur a y . Se a y

Subst . Se a Subst definida c omo sigue: p ar a

to da . Entonc es, .

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y tal

que . Entonc es, es un p ar cr ´ ıtic o de si y s´ olo si

es un p ar cr ´ ıtic o de .

umg

91

= (Σ )

Este resultado no se verifica en sentido contrario.

( ) =

1

Demostramos que, ba jo ciertas condiciones, establece una corresp ondencia biun ´ ıvo-

ca entre los pares cr ´ ıticos de un SR

TE y su -contracci´ on. Para ello necesitamos un

resultado auxiliar.

Σ (Σ )

(Σ ) (Σ ) ( ) = ( ( ))

( ( )) = ( ( ))

. Por inducci´ on estructur al. Si = , dado que ( ) =

y p or definici´ on de , ( ( )) = ( ( )) = ( ) = ( ( )) = ( ( )). Si

= (

~

), p or definici´ on de y p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( ( )) = ( ( (

~

))) =

( ( (

~

))) = ( ( (

~

))) = ( ( (

~

))) = ( ( (

~

))) = ( ( )).

Luego, ( ( )) = ( ( )).

= (Σ )

( )[ ( )] ( )

( ( )[ ( )] ) ( ( ))

. Si ( )[ ( )] ( ) es un par cr ´ ıtico de , entonces ( )

es tal que y unifican con , es decir, ( ) = ( ). Dado que ( )

y , tenemos que ( ) y

, p or tanto, ( ) ( ( )) (y viceversa).

Sea definida como sigue: ( ) = ( ( )) para to da . Por la Prop osici´ on

5.3.8, ( ( )) = ( ( )) y ( ( )) = ( ( )). Dado que ( ) = ( ),

tambí en tenemos que ( ( )) = ( ( )), es decir, es un unificador de las ’s

( ) y ( ) y

, p or tanto, ( ( ))[ ( ( ))] ( ( )) es un par cr ´ ıtico de

. Viceversa, si ( ( )) = ( ( )), tenemos ( ) = ( ) para una que

verifique ( ) = ( ( )) para to da puesto que, siendo , los ´ unicos

subt́ erminos no reemplazantes en las ’s de las reglas de reescritura son v ariables y

los enlaces que quedan libres para las v ariables no reemplazantes de o siempre μ μ

□

□ l

μ

t

( )

Σ

Σ

( )

Σ

( )

′ ′

R

R

′ ′

′

′

R R

´

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

5.4 -terminaci´ on y -con tracci´ on

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

R

R ∈ ⊑

R ∈

⊑ R

R R

⟨ ⟩ R ⟨ ⟩ R

R

R

R

R

R R

→ → R

R R

R R R

∈ ∈ T → →

→ ∈ → ∈ ∈

| ∈

∈

| |

→ ∈ → ∈

→ μ μ μ μ ν u μ μ μ u μ

μ com

μ

com μ

μ

u μ u μ μ

u

μ u μ μ

l l

μ

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

μ

u

μ ν u

μ

u

μ

u u t μ μ

μ μ

μ v μ u μ μ μ

μ μ μ

μ μ

T eorema 5.3.10

T eorema 5.3.11

Prop osici´ on 5.4.1 ( -reescritura en y reescritura en ) σ τ l σ τ r , σ τ r τ σ l σ r , τ σ r

, R

μ M μ μ

τ

, R μ M

μ μ

σ l σ r , σ r τ σ l σ r , τ σ r

σ l σ r σ r

τ σ l σ r τ σ r

u ϵ ν u ν ϵ ϵ

τ

μ

τ

τ

μ

μ , R

μ M t, s , V t s τ t τ s

t s u O t l r R σ

, V t σ l s t σ r v ν u σ , V

σ x τ σ x x V

τ t τ t τ σ l σ τ l

l r R τ l τ r R

τ t v τ l

Un SR

TE line al p or la izquier da es orto gonal si y s´ olo

si es orto gonal p ar a tal que .

Si es un SR

TE d́ ebilmente (cuasi) orto gonal y

es tal que , entonc es es d́ ebilmente (cuasi) orto gonal.

Se a

un SR

TE y . Se an . Si , entonc es .

Subst Subst

92

pueden hacerse coincidir. Aplicando las Prop osiciones 5.2.8 y 5.3.8, concluimos que

( ( ))[ ( ( ))] ( ( )) = ( ( )[ ( )] ) ( ( )) .

Del T eorema 5.3.6 y el T eorema 5.3.9 extraemos una consecuenc ia inmediata.

= (Σ )

Adem´ as, la transformaci´ on preserv a la ortogonalidad d́ ebil (y la cuasi ortogonali-

dad) de los SR

TEs.

= (Σ )

. El T eorema 5.3.6 asegura que la linealidad p or la izquierda

de queda preserv ada en . Por el T eorema 5.3.9, para cada un par cr ´ ıtico

( )[ ( )] ( ) de , tenemos un par cr ´ ıtico ( ( )[ ( )] ) ( ( )) de

y viceversa. Si es d́ ebilmente ortogonal, entonces ( )[ ( )] = ( ), es decir,

( ( )[ ( )] ) = ( ( )), luego tambí en es d́ ebilmente ortogonal.

Si, en particular, = , es decir, , es cuasi ortogonal, entonces ( ) = ( ) =

y tambí en es cuasi ortogonal.

Debido a que no es, en general, una funci´ on biyectiv a, el T eorema 5.3.11 no se

puede establecer como una equiv alencia.

Nuestra intenci´ on es utilizar para demostrar que es -terminante. Nos servire-

mos del T eorema 5.1.2 demostrando previamente que es un homomorfismo entre

la relaci´ on y la relaci´ on de reescr itura inducida p or .

La siguiente prop osici´ on caracteriza como un homomorfismo entre la relaci´ on

de -reescritura en y la relaci´ on de reescr itura en .

= (Σ )

(Σ ) ( ) ( )

. Si , entonces ( ) y existen y

(Σ ) tales que = ( ) y = [ ( )] . Sea = ( ) y sea (Σ )

una sustituci´ on tal que ( ) = ( ( )) para to da . Por la Prop osici´ on

5.2.8 y la Prop osici´ on 5.3.8 tenemos que ( ) = ( ) = ( ( )) = ( ( )).

Por la Definici´ on 5.3.1, si , entonces ( ) ( ) . Por tanto,

el t́ ermino ( ) puede ser reducido a la o currencia empleando la regla ( )

□

□ μ

μ

μ

μ

μ

′

R R

R

R

R R R

R

R

R

( )

( )

Σ

( ) ( )

+

( )

Demostraci ´ on

5.4. -TERMINACI

´

ON Y -CONTRACCI

´

ON

∈

→ →

R

→

{ } R

R

→

→

̸→

R R R

∈ R R

→ → → → →

→

R

R

R R

→ →

→ → μ μ

μ μ μ μ v

μ μ v μ u μ

μ μ μ

μ

μ μ μ

μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ

μ

μ

μ

μ μ μ

μ

μ

μ

μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ

τ r R σ s τ t σ τ r

τ t τ σ r τ t σ r τ s

τ t τ s t s

μ μ

μ

t τ

τ τ

μ , R

μ μ M μ

τ

S

T h τ

μ

μ

μ

μ

> > > >

Ejemplo 5.4.2

T eorema 5.4.3 ( -terminací on de y terminaci´ on de )

Observ aci´ on 5.4.4

Ejemplo 5.4.5 f(a,b) a

f

f (a ) a

                                                                                                           f(a,a) f(a,a) f (a )

                                                                                             f(a,a) f (a ) a a

f(a,a) a

from :: first (0 ,x) []

zero :: first (s ,:: ) ::

zero 0 from :: first [] first ::

93

( ) y el emparejamiento . El t́ ermino obtenido es = ( )[ ( ( ))] =

( )[ ( ( ))] = ( [ ( )] ) = ( ). Esto concluye la demostraci´ on.

El siguiente ejemplo muestra que ( ) ( ) no implica que .

( ) = 1

= ( ) =

( ) = = ( )

Ahora p o demos establecer el resultado deseado.

= (Σ )

. La Prop osici´ on 5.4.1 demuestra que es un homomorfismo entre

y (luego tambi ´ en entre y ). Por tanto, hacemos = ,

= y = en el T eorema 5.1.2.

rp o

Po demos considerar un ejemplo adicional que ser´ a utilizado m´ as adelante.

Consider emos el SR T

y la funci´ on de r e emplazamiento tal que . El SR

T es trivialmente

c onservativo puesto que se tr ata de un SR

T b´ asic o, cuyas r e glas no c ontienen variables.

Su -c ontr ac ci´ on es

Se a y . Obtenemos

Sin emb ar go, .

Se a un

SR TE -c onservativo r esp e cto a . Si es terminante, entonc es es -

terminante.

T amp o c o tiene sentido formular el T e or ema 5.4.3 p ar a SR TEs

no -c onservativos puesto que, en ese c aso, ser ´ ıa un SR

TE y no existen SR TEs

terminantes.

Ahor a es p osible dar una prueb a formal de -terminaci´ on del SR T

del Ejemplo 1.1.2 r esp e cto a la funci´ on de r e emplazamiento del ejemplo. El SR T

obtenido p or -c ontr ac ci´ on de es:

que es clar amente terminante. El lo se demuestr a me diante un sin m´ as que esc o ger

la pr e c e dencia , , y .

μ

R μ μ μ

μ

μ μ

> > μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

R

→ →

→ →

R

→ →

→ →

R

R R

→

R

R

R

R

R

´

´

Ejemplo 5.4.6

Ejemplo 5.4.7 com μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ

μ

μ μ

μ

μ μ

5.5 Demostraci´ on de la -terminaci´ on f(g(a,x,y),f(b,z)) x g(d,d,x) h(x)

f(g(x,a,y),f(c,z)) z h(x) e(h(x))

f (g (a ,x),f (b ,z)) x g (d ,d ) h

f (g (x,a ),f (c ,z)) z h e

h

h

f (x) g

f g

Consider emos el SR

T no terminante :

Si esc o gemos , obtenemos el siguiente SR

T -c ontr acto :

cuya terminaci´ on es f´ acil de demostr ar, pues er a la r e gla que define la funci´ on que

intr o duc ´ ıa el c ar´ acter no terminante a tr av́ es de una r e cursi´ on sobr e que ha que dado

r ota al imp oner las r estric ciones de r e emplazamiento.

Se a el SR

TE del Ejemplo 5.2.1 y la funci´ on de r e emplazamiento

definida en el ejemplo. L a -c ontr ac ci´ on, , de es:

que es un SR

T. L a terminaci´ on de pue de demostr arse emple ando los ḿ eto dos

est´ andar, ya que no c ontiene variables extr a (pue de utilizarse un b asado en una

pr e c e dencia que imp onga ). Por tanto, es -terminante.

no

94

=

El T eorema 5.4.3 tambí en puede emplearse para demostrar la -terminaci´ on de los

SR TEs.

rp o

Los T eoremas 5.1.3, 5.1.4 y 5.4.3 pueden emplearse para demostrar la -terminaci´ on

de un SR

TE. En esta secci´ on presentamos ejemplos de que ninguno de los ḿ eto-

dos formalizados mediante dichos teoremas engloba a los dem´ as. Por tanto, pueden

utilizarse de forma complementaria para demostrar la -terminaci´ on de los SR

TEs.

T ambi ´ en veremos algunos casos donde los ḿ eto dos presentados en esta secci´ on fa-

llan p ero to dav ´ ıa es p osible demostrar la -terminaci´ on de un SR

T empleando el

ḿ eto do transformacional ideado p or Zantema [Zan97]. Sin embargo, existen SR Ts

cuya -terminaci´ on puede demostrarse empleando nuestros ḿ eto dos, mientras que el

de Zantema no es aplicable. Adem´ as, el ḿ eto do de Zantema no es aplicable a la

demostraci´ on de -terminaci´ on de SR

TEs.

Al considerar el SR

T y la funci´ on de reemplazamiento del Ejemplo 3.3.3

observ amos que el T eorema 5.4.3 es aplicable para demostrar la -terminaci´ on de

que, sin embargo, puede demostrarse empleando el T eorema 5.1.4. Esto se deb e a

que no es -conserv ativo lo cual impide aplicar el T eorema 5.4.3 (ver el Ejemplo

5.3.2).

Por otro lado, el Ejemplo 5.4.5 muestra que el T eorema 5.4.3 puede aplicarse

cuando el T eorema 5.1.4 falla.

R

′

′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

′

′

′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′

Ejemplo 5.5.1

Ejemplo 5.5.2

5.5. DEMOSTRACI

´

ON DE LA -TERMINACI

´

ON

com

μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ

μ μ

μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ

R

{ } { }

R

R

⊑ R

R

{ } { }

R R

→ →

→ →

→ →

→ →

→

R ⊑

R

{ } { }

R

→ →

→ μ

μ μ

μ μ μ , μ μ μ , μ ,

μ

μ μ

μ μ μ

μ

μ μ μ ,

μ μ μ , μ , ,

μ μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ μ , μ ,

μ

μ

                                                                                                       s :: from if and + first

from

s :: from

and + first if

if (true ,x,y) x and (true ,x) x

if (false ,x,y) y and (false ,y) false

first (0 ,x) [] 0 + x x

first (s ,:: ) :: s + y s

from ::

                                                                                                       from :: s sel

::

sel (0,:: (x)) x from (x) :: (x)

sel (s (x),:: (y)) sel (x,z)

95

Finalmente, a veces es ´ util emplear el T eorema 5.1.3 en combinaci´ on con los ante-

riores cuando ninguno de ellos es suficiente de forma indep endiente.

=

( ) = ( ) = ( ) = Ø ( ) = ( ) = ( ) = 1 ( ) = 1 2

( ) = ( ) = ( ) = Ø

( ) = ( ) = ( ) = 1 2 ( ) = 1 2 3

No obstante, hay casos en los que los resultados presentados aqu ´ ı se revelan insufi-

cientes para demostrar la -terminaci´ on de un SR T.

( ) = ( ) = ( ) = 1 ( ) = 1 2

Consider emos el SR

T del Ejemplo 4.2.3 y la funci´ on de r e empla-

zamiento dada en el ejemplo:

Este SR

T no es terminante, debido a la r e gla p ar a la funci´ on . Por tanto, el

T e or ema 5.1.4 no pue de aplic arse. Por otr o lado, no es -c onservativo y tamp o c o

p o demos aplic ar el T e or ema 5.4.3. No obstante, p o demos r elajar las r estric ciones

impuestas p or p ar a obtener una funci´ on de r e emplazamiento menos r estrictiva

(es de cir ) que p ermita demostr ar que es -terminante. Entonc es, p or el

T e or ema 5.1.3 obtendr ´ ıamos la demostr aci´ on de -terminaci´ on de . Por ejemplo,

tomando

y

p o demos c ompr ob ar que es -c onservativo. Obtenemos el SR

T -c ontr acto .

cuya terminaci´ on es p osible demostr ar. Lue go es -terminante y, puesto que

, tambí en -terminante.

Consider emos el SR

T del Ejemplo 3.4.3 y la funci´ on de r e empla-

zamiento utilizada en el ejemplo:

que se limita a r estringir el r e emplazamiento del se gundo ar gumento del c onstructor

de listas ‘ ’. El SR

T no es terminante. T amp o c o es -c onservativo. De he cho, su

-c ontr ac ci´ on es

1

1

μ

μ

μ μ

⊤

′

⊤

′

′

R

R

R

R

→ →

→

→ →

→

R R

R R

R

→

{ } R

R

→

R

´

´

μ μ

μ μ μ

μ

μ

μ , μ

μ

, μ

> > > > >

, μ μ

μ , μ

μ

μ

τ

μ μ μ μ

μ μ

, μ

Ejemplo 5.5.3

T eorema 5.5.4

Ejemplo 5.5.5 z

sel

sel(0,x::y) x from(x) x::from

(s(x))

sel(s(x),y::z) sel(x,a(z))

a(from(x)) from(x) from(x) from(x)

a(x) x

sel a from from from s from ::

f(x) g(h(f(x)))

f h g

f (x) g

Estrictamente, no to dos los s ´ ımb olos situados sobre o currencias no reemplazantes en las reglas

de un SR

T resultan marcados en los SR

T transformados mediante el ḿ eto do de Zantema. V er el

Ejemplo 5.5.3.

96

Hans Zantema ha desarrollado un ḿ eto do para demostrar la -terminaci´ on de SR Ts

que tambi ´ en est´ a basado en transformar el SR

T original [Zan97]. Con el ḿ eto do

de Zantema, en lugar de eliminar los subt́ erminos no reemplazantes, se realiza un

de las o currencias no reemplazantes . A partir de un SR

T y una funci´ on

de reemplazamiento , obtenemos un nuevo SR

T Ψ( ) (sin v ariables extra).

[Zan97]

Ψ( )

rp o

Zantema demuestra que la terminaci´ on de Ψ( ) implica la -terminaci´ on de .

[Zan97] Ψ( )

El ḿ eto do de Zantema puede emplearse, pues, para demostrar la -terminaci´ on de

SR Ts no -conserv ativos. No obstante, tal como se hace notar en [Zan97], este ḿ eto do

no subsume el ḿ eto do transformacional basado en la funci´ on .

( ) = ( ) = 1 ( ) = Ø

Ψ( ) que no es un SR

T debido a la pr esencia de la variable extr a en la se gunda r e gla

p ar a la funci´ on . Observemos que la ´ unic a funci´ on de r e emplazamiento que es

estrictamente sup erior a es , lo que signific a que no existe, a difer encia del

pr o c e dimiento se guido en el Ejemplo 5.5.1, la p osibilidad de enc ontr ar una funci´ on

de r e emplazamiento menos r estrictiva (y distinta de ) que haga el SR T -

c onservativo y p ermita demostr ar que es -terminante.

mar c ado

(Continuando el Ejemplo 5.5.2) A p artir del SR

T del Ejem-

plo 3.4.3 y de la funci´ on de r e emplazamiento utilizada en ´ el, obtenemos el siguiente

SR T :

que, c omo se indic a en [Zan97 ], pue de pr ob arse terminante utilizando un c on la

siguiente pr e c e dencia: , y .

Un SR

T es -terminante si es terminante.

Consider emos el SR T :

y la funci´ on de r e emplazamiento dada p or y . es

-terminante, puesto que es sencil lo demostr ar que su -c ontr ac ci´ on :

es terminante. Sin emb ar go, :

→

→

→

→

μ

μ

μ

μ

μ

E

E

E

E μ

μ

μ μ

E

E E

μ

5.6 T raba jos relacionados

5.6. TRABAJOS RELACIONADOS

f(x) g(h(f(x)))

a(h(x)) h(x)

h(x) h(x)

a(x) x

no es terminante debido a la primer a r e gla.

rsc

97

Finalmente, la -terminaci´ on del SR

TE del Ejemplo 5.2.1 no puede demostrarse em-

pleando el ḿ eto do de Zantema (que s´ olo se aplica a SR

Ts), p ero s ´ ı empleando el

T eorema 5.4.3 (ver el Ejemplo 5.4.7).

El traba jo sobre terminaci´ on de la realizado p or Zantema no se limita a presentar

un ḿ eto do de demostraci´ on de la -terminaci´ on de SR

Ts. T am bí en ha formalizado un

tratamiento algebraico de la -terminaci´ on (de SR

Ts), identificando las propiedades

que deb e reunir un orden para ser utilizado en demostraciones de -terminaci´ on e

intro duciendo ḿ eto dos interpretativos para demostrar ´ esta [Zan97].

Por otro lado, con relaci´ on a las propuestas de reescritura restringida descritas en

la Secci´ on 3.5 del Cap ´ ıtulo 3 no se contempla ninguna no ci´ on de terminaci´ on de un

SR T resp ecto a la restricci´ on de la reescr itura propuesta en cada caso. Por tanto,

tamp o co se ha realizado para dichas restricciones un an´ alisis similar al estudio sobre

-terminaci´ on desarrollado en este cap ´ ıtulo. La ´ unica referencia lejana a este proble-

ma la encontramos en [KW95] donde se menciona el hecho intuitiv amente claro de

que, siendo una restricci´ on de la reescritura, la reescritura p erezosa presentada p or

los autores preserv a la terminaci´ on de los SR T.

Empleando los resultados de este cap ´ ıtulo es p osible demostrar formalmente si, en la

terminolog ´ ıa de [OF97], la estrategia corresp ondiente a un determinado conjunto

de estrategias lo cales aso ciadas a los s ´ ımb olos del programa siempre obtendr´ a la for-

ma -normal de un t́ ermino. Esto es as ´ ı p orque to do paso de reducci´ on elemental

efectuado p or la estrategia es un paso de reducci´ on sensible al contexto y las for-

mas -normales coinciden con las -normales cuando la funci´ on de reemplazamiento

considerada se obtiene, a partir de las estrategias lo cales aso ciadas a cada s ´ ımb olo

de funci´ on del programa, pro cediendo tal como se indic´ o en la Secci´ on 3.5. En este

caso, si el SR

T puede demostrarse -terminante, cualquier secuenc ia de -reducci´ on

ser´ a finita y

, en particular, lo ser´ an las secuenc ias de reducci´ on obtenidas mediante la

estrategia . Puesto que, hasta ahora, no han sido establecidos resultados formales

acerca del car´ acter -normalizante de la estrategia , esta es una ap ortaci´ on origi-

nal de las t́ ecnicas de demostraci´ on de -terminaci´ on al an´ alisis de las propiedades

Ω

μ

□

R R

Ω

Ω

Σ

( ) ( )

Demostraci ´ on

5.7 -reducci´ on con y

´

´

Observ aci´ on 5.7.1

Prop osici´ on 5.7.2 μ

μ

μ

t

t t

μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ μ μ μ μ

μ μ

i i

μ i μ i μ i

μ i μ μ μ μ f μ μ μ f

μ

μ μ

→

R →

R

R

∈ T ∪ { }

{ }

∈ T ∪ { } ∈ T ∪ { }

≤

∈ T ∪ { } ∈

≤ ≤

↑ ↑

≤ ⇒ ≤

∈ ∪ { } ∪ ≤

≤

≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

∈ ≤

↑ ⇒ ↑ μ

μ

t , V

t

μ

t f , μ f μ f ,

t , V t , V

τ

t, s , V μ M

t s τ t τ s

t s τ t τ s

t s τ t τ s t

t V t s t t s

τ t τ τ s τ t τ s

τ t τ s

t f t t s s f s t s i ar f

τ t τ s i ar f τ t

τ s i μ f τ f t f τ t f τ s

τ f s

t s τ t τ s

A p artir de aqu ´ ı, al c onsider ar un -t́ ermino ,

asumir emos que los s ´ ımb olos de , siendo extr a ~ nos a la signatur a , se c onsider an

c omo a la hor a de c alcular la funci´ on de r e emplazamiento . Por ejemplo,

si , entonc es en vez de , c omo r esultar ´ ıa al c onsi-

der ar c omo un s ´ ımb olo c onstante p ertene ciente a la signatur a. Esto es e quivalente

a p ensar que en lugar de que .

Se a una signatur a, y .

1. Si , entonc es .

2. Si , entonc es .

98

computacionales de dicha estrategia y

, p or ende, al an´ alisis del comp ortamiento de

los programas ejecutados mediante ´ esta en los sistemas OBJ y CafeOBJ.

En esta secci´ on estudiamos la conexi´ on existente entre la -reducci´ on basada en

un SR

TE (que, como siempre, denominaremos Ω-reducci´ on) y las -reducci´ on

basada en (que denominaremos simplemente Ω -reducciones, sobreentendiendo

que el SR

TE involucrado es ). Estos resultados, que presentamos aqu ´ ı p or su

car´ acter fundamental, ser´ an utilizados en la Parte I I (Secci´ on 8.2) para relacionar la

secuencialidad fuerte de un SR

TE y su -contracci´ on, y para definir buenas estrategias

de reducci´ on sensible al contexto.

Ω (Σ Ω )

Ω Σ

v ariables

= (Ω Ω) ( ) = Ø ( ) = 1 2

Ω

(Σ Ω ) (Σ Ω )

El siguiente resultado establece que es mon´ otona resp ecto al orden entre Ω-

t́ erminos y que, adem´ as, preserv a los t́ erminos compatibles.

Σ (Σ Ω )

( ) ( )

( ) ( )

. ( ( ) ( )): Por inducci´ on estructur al sobre . Si

Σ Ω , entonces implica que = Ω o bien = . En el primer caso,

( ) = (Ω) = Ω ( ) y en el segundo, ( ) = ( ), esto es, en amb os casos,

( ) ( ).

Si = (

~

), entonces implica que = ( ~

) y , para 1 ( ). Por

la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) ( ) para 1 ( ). En particular, ( )

( ), para to do ( ). Por tanto, ( (

~

)) = ( (

~

)) ( ( ~ )) =

( ( ~ )).

( ( ) ( )): es inmediato, empleando el resultado anterior.

Adví ertase que, en general, no es p osible extender la Prop osici´ on 5.7.2 al orden es-

tricto.

□

Σ

( ) ( )

Σ

( ) ( )

5.7. -REDUCCI

´

ON CON Y

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Ejemplo 5.7.3

Prop osicí on 5.7.4

Prop osicí on 5.7.5

R R

{ }

∈ T ∪ { } ∈ ⊑

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ̸≤

̸∈ ⊑ ∈

∈ T ∪ { } ∈ T ∪ { }

∈ ⊑

≤ ≤

↑ ↑

≤ ⇒ ≤

∈ ∪ { } ≤ ≤

≤

∈ ≤ ≤

∈ ∉ ⊑

≤

⇒ ∈ ∪ { }

̸

∈

∈ \{ } ≤ μ

μ μ μ μ μ μ

s

μ μ

μ μ μ μ

μ μ

i i j j μ j μ j

μ i μ i i i

i i s

μ μ μ μ f μ μ μ f μ

t

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ μ μ μ f μ μ μ f μ μ

μ i μ i i i

t

i

μ μ

μ μ μ μ

μ μ

μ i μ i μ j μ j

Se a . Si imp onemos , tenemos

que , en vez de .

Se a una signatur a, y tal que .

Si , entonc es .

Se a una signatur a, , y

tal que . Entonc es,

1. Si , entonc es .

2. Si , entonc es .

3. Si , entonc es .

t f , < f , a s μ f

τ t f τ s τ t < τ s

t, s μ M μ μ

t < s τ t < τ s

t t

t < s τ t τ < τ s s

τ s

t f t t < s s f s i i ar f

t < s t s i ar f i j τ t τ s

i j τ t < τ s t < s

s r oot s μ μ i μ f

τ f t f τ t < f τ s τ f s

t s , V

μ M μ μ

τ t τ s t s

τ t < τ s t < s

τ t τ s t s

τ t τ s t s t

t τ t τ s t t s t s

t f t

τ t τ f t f τ t f τ s τ f s τ s

i μ f τ t τ s t s

i μ f i μ f μ μ t

t t f t f s s

τ t < τ s t < s t

t s τ t < τ s

t f t s f s τ t < τ s i μ f

τ t < τ s j μ f i τ t τ s

Ω 99

= (Ω Ω) (Ω ) = ( ) = 1

( ) = (Ω ) = ( ) ( ) ( )

Para obtener el resultado an´ alogo a la Prop osici´ on 5.7.2 para el orden estricto entre

Ω-t́ erminos, necesitamos imp oner condiciones adicionales.

Σ (Σ Ω )

( ) ( )

. Por inducci´ on estructural sobre . Si = Ω (el ´ unico caso p osible,

pues ), entonces ( ) = (Ω) = Ω ( ), pues deb e ser = Ω y

, p or tanto,

( ) = Ω .

Si = (

~

), entonces implica que = ( ~

) y existe un , 1 ( ) tal que

y , para 1 ( ), = . Por la Prop osici´ on 5.7.2, ( ) ( )

para = y

, p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) ( ). Puesto que , deb e

tenerse que = Ω, es decir, ( ) Σ y

, dado que , tenemos que ( ).

Por tanto, ( (

~

)) = ( (

~

)) ( ( ~ )) = ( ( ~ )).

Las prop osiciones anteriores se ven complementadas p or la siguiente prop osici´ on.

Σ (Σ Ω ) (Σ Ω )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

. ( ( ) ( ) ): Por inducci´ on estructural sobre . Si

Σ Ω , entonces ( ) ( ) implica que = Ω o bien = , es decir, .

Si = (

~

), entonces

( ) = ( (

~

)) = ( (

~

)) ( ( ~ )) = ( ( ~

)) = ( )

si y s´ olo si para to do ( ), ( ) ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on,

para to do ( ). Si ( ), entonces, puesto que y no contiene

o currencias de v ariables, deb e ser = Ω y

, p or tanto, = (

~

) ( ~

) = .

( ( ) ( ) ): Por inducci´ on estructural. Si Σ Ω , entonces deb e

tenerse = Ω y = Ω. Por tanto, Ω = ( ) ( ) = Ω .

Si = (

~

) y = ( ~

) son tales que ( ) ( ), entonces existe un ( ) tal

que ( ) ( ) y

, para to do ( ) , ( ) ( ). Aplicando la hip´ otesis

de inducci´ on y siguiendo un razonamiento similar al del apartado 1, concluimos el

resultado.

Ω

R

R

R

□

⊐

□

□

□

Σ

Ω

Ω

Ω Ω

Σ

´

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on μ μ

t

μ μ μ μ μ μ

t

t μ μ μ μ

μ μ μ μ

t μ μ

com

μ

μ μ

μ μ com

l μ μ

μ μ

μ

com

μ

μ

↑ ⇒ ↑

∈ T ∪ { }

{ } ⊑

≤

≰ ≰

⊑

{ }

↑

∈ T ∪ { } ∈ T ∪ { }

⊑ ≤ ≤

R ∈

⊑ ∈ T ∈ R

∈ R

≤

≤ ⊑

⊑ ≤ ≤

R

R

R ∈

⊑ ∈ T

R

Ejemplo 5.7.6

Ejemplo 5.7.7

Corolario 5.7.8

T eorema 5.7.9

T eorema 5.7.10 f( ,x) f(a,y) f

f ( ) f (a )

x y

first(s(x),y::z) first(0, )

                                                                    first first (y:: z)

first ( ) τ t τ s t s

t

t s μ μ μ

τ t τ s

t s

μ μ

s t

μ μ μ τ s τ t

τ t τ s t s

t s , V μ

μ μ t s τ t τ s

, R μ M

μ μ t , V l L τ t

τ l L

t l l t

τ l τ t μ μ

μ μ l t τ l τ t

τ t τ l t

l

μ

, R μ M

μ μ t , V μ τ t

Se a , y . Se satisfac e

(r e c or demos la Observaci´ on 5.7.1). T enemos que .

Sin emb ar go, puesto que .

Se an los t́ erminos y . Si

, entonc es . T enemos que y

. Por tanto, , p er o y no son c omp atibles.

Se a una signatur a, y . Se a

tal que . Entonc es, si y s´ olo si .

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y tal que

. Un t́ ermino es un r e dex de si y s´ olo si es un

r e dex de .

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a tal

que . Un t́ ermino es una forma -normal si y s´ olo si es

una forma normal r esp e cto a .

100

( ( ) ( ) ): Inmediato al aplicar el resultado establecido en el apartado

1.

Adví ertase que la asunci´ on (Σ Ω ) es necesaria para asegurar el resultado

anterior.

= Ω = ( ) = 1

( ) = Ω = ( )

La condici´ on tamp o co es prescindible.

= = Ω

( ) = 2 ( ) = ( ) =

Ω ( ) ( )

Σ (Σ Ω ) (Σ Ω )

( ) ( )

. Consecuencia de las Prop osiciones 5.7.2 y 5.7.5.

Este resultado tiene una consecuencia inmediata que tambí en resulta de inteŕ es.

= (Σ )

(Σ ) ( ) ( )

( ) ( )

. De acuerdo con el Lema 2.3.3, es un redex de si y s´ olo si .

Por la Prop osici´ on 5.7.2, tenemos que ( ) ( ). Dado que , tenemos

que y

, p or la Prop osici´ on 5.7.5, tenemos que si y s´ olo si ( ) ( ),

lo cual, p or el Lema 2.3.3, significa que ( ) es un redex de ( ) si y s´ olo si es un

redex de .

El siguiente teorema establece las condiciones para que sea p osible determinar si un

t́ ermino es una forma -normal resp ecto a comprobando si es una forma normal

resp ect o a .

= (Σ )

(Σ ) ( )

. Por inducci´ on estructural, empleando el T eorema 5.7.9.

Otro resultado deriv ado de las prop osiciones anteriores es el siguiente corolario que

ser´ a utilizado m´ as adelante.

Ω

□

□

□ t

μ

t

t

t

μ μ

t

t

R

′ ′

R

R

′ ′

R

R

´

Σ

Σ Ω

( )

Ω

( )

( )

Σ

( )

Ω Ω

Ω ( )

( )

Ω

5.7.1 Aplicaci´ on a la -reducci´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∈ T ∪ { } ∈

⊔ ⊑

≤ ≥

∈ T ∪ { } ⊔ ⊑ ≤ ≥

R ∈ ∈ →

→

| ↑ | ↑

| ↑

R

R ∈ ⊑ ∈

→ ≡ →

∈ R ⊑ ⊑ | ↑

| ↑ ⊑ ∈ T ∪ { }

| ↑

→

⊑

R

⊑

Corolario 5.7.11

Prop osicí on 5.7.12

Prop osicí on 5.7.13

Ejemplo 5.7.14 μ

t s μ μ

μ μ

μ μ μ μ μ μ

t s

μ

μ

μ u

μ ν u

μ

u μ u μ

μ ν u μ u

μ μ μ ν u

μ

μ

com

μ

μ ν u

μ τ u

com

l com

μ ν u μ

μ u μ l

u μ μ μ ν u

μ μ u u

com

μ

com t, s μ M

μ μ μ t s τ t τ s

t s τ t τ s

τ t τ s τ t τ s τ t τ s

t, s μ μ μ t s t s

t s

τ

, R μ M u O t t s

τ t τ s

t l τ t τ l

τ t τ l s t

τ s τ t

, R μ M μ μ u

O t τ t τ s s s t s

μ

l L μ μ μ τ t τ l

τ t τ l μ μ l

t l τ s τ t

τ s τ t s t t s

μ μ

eq T au

μ μ μ

Se a una signatur a y . Se a tal que

. Entonc es, si y s´ olo si .

Se a un SR

TE, y . Si ,

entonc es .

Se a un SR

TE, tal que , y

. Si , entonc es existe un tal que .

Consider emos el SR

T del Ejemplo 4.3.10 y la funci´ on de r e em-

plazamiento utilizada en el ejemplo (que verific a ). T enemos que

Ω 101

Σ (Σ Ω )

= ( ) = ( )

. Si = , es evidente que ( ) = ( ). Por otro lado, tenemos

que ( ) = ( ) si y s´ olo si ( ) ( ) y ( ) ( ). Por tanto, puesto que

(Σ Ω ) y , p or el Corolario 5.7.8, tenemos que y , es

decir, = .

En esta secci´ on estudiamos algunas propiedades b´ asicas de la tranformaci´ on en

conexi´ on con la Ω-reducci´ on. La primera de ellas establece la p osibilidad de realizar

un paso de Ω -reducci´ on siempre que pueda efectuarse un paso de Ω-reducci´ on.

= (Σ ) ( )

( ) ( )

. Por la Prop osici´ on 5.7.2, si entonces ( ) ( ). Por la

Prop osici´ on 5.2.8, ( ) ( ). T ambi ´ en tenemos que = [Ω] . Por tanto, p or

la Prop osici´ on 5.2.8, ( ) = ( )[Ω ] . Por tanto, de acuerdo con la definici´ on

de , concluimos el resultado deseado.

La siguiente prop osici´ on establece el resultado que complementa la prop osici´ on an-

terior: ba jo ciertas condiciones, to do paso de Ω -reducci´ on induce un paso de Ω-

reducci´ on.

= (Σ )

( ) ( ) ( )

. Por definici´ on de (y teniendo en cuenta la Observ aci´ on 5.7.1),

tenemos que, para to do ( ), . Puesto que ( ) ( ),

p or la Prop osici´ on 5.2.8, ( ) ( ). Dado que y (Σ Ω ), p or la

Prop osici´ on 5.7.5, . Puesto que ( ) = ( )[Ω ] , p or la Prop osici´ on 5.2.8,

tenemos que ( ) = ( [Ω] ). T omando = [Ω] , obtenemos que , lo cual

concluye la demostraci´ on.

El Ejemplo 5.7.7 demuestra que no se puede prescindir de la condici´ on en

la Prop osici´ on 5.7.13. Por otro lado, deb emos conformarnos con Ω-reductos -

equiv alentes (y no id́ enticos) al que consideramos en la Ω -deriv aci´ on.

□

□

□ μ

μ

μ t

μ

μ

μ

μ μ

μ

t

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

μ

μ

´

´

                                                                                             f(a,a) f (a ) f ( ) f( ,b)

f(a,a) f( ,b)

Ω

Ω

Σ

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

( )

Ω

Ω

Ω

Σ

Ω Ω

Ω

( )

Ω

Ω

Ω

Ω Ω

Ω

Ω

Σ

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∗

∗

∗

′ ∗

′ ∗ ′ ∗

′ ∗

R

∗ ′ ∗ ′

∗

′ ∗

′′ ′ ′′

′ ∗ ′′ ′ ′′ ∗

′ ′′ ∗ ′

∗ ′

R

R

′ ′

Prop osici´ on 5.7.15

Prop osici´ on 5.7.16

T eorema 5.7.17

→

↛

R ∈ →

→

→

→ →

→ ∈ → →

∉ →

R ∈ ⊑

→ ≡ →

→

→ →

∈ ≡ →

→ →

− ≡ →

→

R ∈ ⊑

∈ T ∪ { } → →

R

∈ → →

∈

⊑ ≡ →

→ μ μ μ μ μ μ

μ μ

u

μ μ μ

μ ν u

μ

μ μ

μ μ μ μ

μ

com

μ μ τ

μ μ

μ ν u

μ μ

μ

τ u

μ μ μ μ μ μ

τ

μ

com

μ

μ

μ μ v

μ t μ

μ

μ

t

com

τ τ τ

, R μ M t s

τ t τ s

n t s n

n > t t s

τ t τ s u O t τ t τ t

τ s u O t τ t τ t τ t τ s

t

, R μ M μ μ

τ t τ s s s t s

n τ t τ s

n n > τ t τ t τ s

u O t t t t t

τ t τ s τ t τ t τ t τ s

n s s t s

t s

μ

, R μ M μ μ

t , V τ t

v O τ t s τ t τ s ν O t O τ t

u O t v ν u

μ μ s s t s t p er o

Se a un SR

TE y . Si , entonc es

.

Se a un SR

TE y se a tal que . Si

, entonc es existe un tal que .

Se a un SR

TE y se a tal que . Si

es una forma -normal, entonc es es una forma -

normal r esp e cto a .

102

( ) = Ω = ( Ω )

Ω

= (Σ )

( ) ( )

. Por inducci´ on en la longitud de la deriv aci´ on . Si = 0

es inmediato. Si 0, sea . Por la hip´ otesis de inducci´ on, tenemos que

( ) ( ). Si ( ), p or la Prop osici´ on 5.7.12, ( ) ( )

( ). Si ( ), entonces ( ) = ( ). Por tanto, ( ) ( ).

Observemos que p o demos realizar pasos de Ω-reducci´ on sobre un t́ ermino que no

corresp onden a ning ´ un paso de Ω -reducci´ on (si la Ω-reducci´ on tiene lugar sobre

o currencias no reemplazantes).

= (Σ )

( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la longitud de la deriv aci´ on ( ) ( ).

Si = 0 es inmediato. Si 0, sea ( ) ( ) ( ). T enemos que

( ) y

, p or la Prop osici´ on 5.7.13, existe un tal que . Dado que

( ) ( ) y ( ) = ( ), se tiene que ( ) ( ) es una deriv aci´ on

de longitud 1. Por la hip´ otesis de inducci´ on, existe un tal que y ,

p or tanto, .

El siguiente teorema p ermite asegurar que siempre que no sea p osible realizar pasos

de Ω-reducci´ on sobre un t́ ermino, tamp o co ser´ a p osible Ω -reducir su -contracci´ on.

= (Σ )

(Σ Ω ) ( )

. Por contradicci´ on. Si no fuera as ´ ı, deb er ´ ıa existir una o currencia

( ( )) y un tal que ( ) ( ). Puesto que : ( ) ( ( )) es

una biyecci´ on, para to do t́ ermino existe un ( ) tal que = ( ). Puesto que

, p or la Prop osici´ on 5.7.13 existe un tal que . Por tanto, no

es una forma -normal, lo cual es una contradicci´ on.

No es p osible, en general, asegurar la afirmaci´ on complementaria tal como revela el

siguiente ejemplo.

−

□

R

R

1 2 1

~

~ ~ ~

~ ~

~ ~

~ ~

Demostraci ´ on μ

μ

μ

n n

μ

i s

i i

t i

μ

´

Ejemplo 5.7.18

T eorema 5.7.19

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Σ

Ω

1 Ω 2 Ω Ω Ω +1

Ω +1

( )

Ω

+1

( )

Ω +1

Ω

R

→

→ R

→

→

→

→

∈ R

R ∈ ⊑

∈ T ∪ { } →

→ → · · · → →

≤ ≤

≡

→ ∈ →

→

→ μ

com

μ

μ μ μ

μ μ μ

μ

com

μ

μ

u u u

n u

n

i

j

τ

i μ μ i

i u

i i μ

i μ i ν u

μ i μ ν u

μ i μ f(x,a) b

f(f(x, ),b) f(f(x, ),b)

f (b )

f (a ) b

f(f(x, ),b)

f(f(x, )

,b) f( ,b) μ μ τ

τ t

t

l L

t

, R μ M μ μ

t , V C t τ t

C

C ω C C

ω C < C

C s s s s ω C

u

ω C C

s j n

C

s t τ t τ s

s s u O s τ s

τ s τ t τ s τ t

Consider emos el SR T :

y el t́ ermino . Haciendo , tenemos que

, que es una forma -normal, puesto que es:

Sin emb ar go, no es una forma -normal, pues tenemos que

Se a un SR

TE y se a tal que . Se a

y CMR . Si es una forma -normal, entonc es

es r ´ ıgido.

Ω 103

Ω = ( Ω ) =

Ω

Ω Ω

Esto se deb e a que, a p esar de que ( ) sea una forma -normal, es p osible

que tengan lugar m´ as Ω-reducciones sobre el t́ ermino si ´ este p osee subt́ erminos

compatibles con un esquema de redex ( ) que est́ en situados sobre o currencias

no reemplazantes de . Sin embargo, to dav ´ ıa p o demos asegurar lo siguiente.

= (Σ )

(Σ Ω ) [ ] = ( ) ( )

[Ω]

. Por contradicci´ on. Si [Ω] no es r ´ ıgido, entonces ( [Ω]) = [Ω]

y , p or la Prop osici´ on 2.5.9, ( [Ω]) [Ω]. Luego existe una Ω-deriv aci´ on

[Ω] = = ( [Ω])

Sea la primera o currencia reemplazante considerada en dicha deriv aci´ on. Esta o cu-

rrencia deb e existir puesto que, si no fuera as ´ ı, deb e tenerse que ( [Ω]) = [Ω], dado

que los para 1 + 1 s´ olo diferir ´ ıan entre s ´ ı en o currencias no reemplazantes,

luego p ertenece r ´ ıan a la misma -clase con un mismo represe ntante que, p or la

Prop osici´ on 5.2.5, deb e ser precisamente [ ] lo cual, p or hip´ otesis, no es cierto.

Sin embargo, el t́ ermino p ertenec er´ a a la clase de , es decir, ( ) = ( ) y ,

puesto que y ( ), p or la Prop osici´ on 5.7.12, tenemos ( )

( ). Es decir, ( ) ( ), lo que significa que ( ) no es una forma

-normal, lleg´ andose a una contradicci´ on.

′

⟨ ⟩ t, t

μ

Confluencia

Cap ´ ıtulo 6

c ar acterizaci´ on

sint´ actic a

rsc

rsc

p ar al lel moves lemma

La confluencia de la relaci´ on de reescr itura aso ciada a un SR

T dado es una propiedad

de inteŕ es computacional evidente: p o demos asegurar que, cuando un t́ ermino tiene

una forma normal, cualquier estrategia normalizante empleada para reducir dicho

t́ ermino obtendr´ a el mismo resultado.

El problema de asegurar la confluencia de la relaci´ on de reescritura aso ciada a un

SR T a partir de las caracter ´ ısticas estructurales del SR

T, es decir, la

de la confluencia, ha sido estudiado exhaustiv amente en [BK86, Gra96,

Hue80, HL91, Ros73, Wir95], entre otros.

Dos ḿ eto dos bien cono cidos para demostrar la confluencia de un SR

T son los

deriv ados de los siguientes resultados:

1. Si el SR

T es terminante y to do par cr ´ ıtico es convergente, el SR

T es

confluente [Hue80].

2. Si el SR

T es lineal p or la izquierda y no tiene pares cr ´ ıticos (es decir, es ortogo-

nal), entonces es confluente [HL91].

En este cap ´ ıtulo, presentamos una extensi´ on de estos resultados que aplicamos a la

demostraci´ on de la confluencia de la para un determinado SR

T y una funci´ on

de reemplazamiento dada. En la Secci´ on 6.1 se identifican algunas de las condiciones

sint´ acticas b´ asicas que son relev antes para demostrar la confluencia de la mediante

la extensi´ on de los ḿ eto dos anteriores.

Siguiendo el primero de los ḿ eto dos anteriores (1), que se basa en demostrar la

confluencia lo cal de un SR

T terminante y utilizar el Lema de Newman (Lema 2.1.2)

para concluir la confluencia del SR

T, en la Secci´ on 6.2 se prop orciona un criterio para

demostrar la -confluencia lo cal de un SR T.

Siguiendo el segundo ḿ eto do (2), que consiste en demostrar la confluencia fuerte de

la relaci´ on de reescritura paralela (expresada p or el , Lema 2.3.9)

105 μ μ

R

Σ

( )

R ∈

R →

R

→

→

{ } { }

→ →

→ →

→ μ

μ

μ , R μ M

μ

μ μ μ

μ

μ

μ

μ

CAP ´ ıTULO 6. CONFLUENCIA

Definicí on 6.1.1 ( -confluencia)

Ejemplo 6.1.2

6.1 Iden tificaci´ on de condiciones sin t´ acticas b´ asicas

para la -confluencia

f(x) g(x,x)

h(0) 0

f g

f(h(0)) g(h(0),h(0)) g(0,h(0))

f(h(0)) f(0) g(0,0)

f(x) g(x,x)

Se a un SR

TE y . De cimos

que es -c onfluente si es c onfluente.

rsc

Consider emos el SR T :

Si imp onemos y , tenemos las siguientes -derivaciones que

l levan a formas -normales distintas p ar a el t́ ermino inicial c onsider ado:

y

rsc

106

y emplear el Lema 2.1.1 para concluir la confluencia, en la Secci´ on 6.3 caracterizamos

(sint´ acticamente) una clase de SR

Ts cuya relaci´ on de reescritura sensible al contexto

paralela aso ciada es fuertemente confluente.

La Secci´ on 6.4 aplica los resultados anteriores a la demostraci´ on de la -confluencia.

El concepto de -confluencia de un sistema de reescritura es an´ alogo al del caso

est´ andar no restringido.

= (Σ )

En primer lugar, mostramos que la confluencia de la relaci´ on de reescritura no asegura

la confluencia de la y que los ḿ eto dos usuales no son directamente aplicables sin

imp oner alguna condici´ on adicional. Esto se p one de manifiesto con el siguiente

ejemplo.

( ) = 1 ( ) = 1

Observemos que el SR

T del Ejemplo 6.1.2 satisface las condiciones de aplicaci´ on de

los dos ḿ eto dos anteriormente mencionados: es lineal p or la izquierda, terminante

y no tiene pares cr ´ ıticos. Por tanto es confluente, p ero no es -confluente para la

funci´ on de reemplazamiento considerada en el ejemplo. De hecho, el Ejemplo 4.3.10

ya suger ´ ıa la no aplicabilidad de los criterios usuales a la .

La raz´ on de esta discrepancia se encuentra en la asimetr ´ ıa, intro ducida p or la

funci´ on de reemplazamiento , en la capacidad de realizar ulteriores reducciones sobre

los subt́ erminos que aparecen al instanciar las v ariables de la parte derecha de la regla

de reescritura que se aplica en un determinado paso de reducci´ on. Esto es lo que sucede

con la regla en el ejemplo anterior. A continuaci´ on caracterizamos

la clase de SR

Ts donde no se pro ducen este tip o de asimetr ´ ıas.

′

Σ

Σ

Σ μ

x μ

x x μ

x

μ

x μ

x

u μ

R ∈ →

∈

R

R

→

∈

R ∈ R

R ∈

⟨ ⟩ R ∈

6.1. CONDICIONES SINT

´

ACTICAS B

´

ASICAS DE -CONFLUENCIA

on 6.1.3

Observ aci´ on 6.1.4

Definicí on 6.1.5 (Par -cr ´ ıtico) μ

, R μ M l r

μ x V ar l

O l O l O r O r μ

μ

μ

l r

x V ar l O r O r

l hs l L

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

l hs

μ , R μ M

σ l σ r , σ r u O l μ

Se a un SR

T y . De cimos que la r e gla tie-

ne si, p ar a to da ,

y . El SR

T tiene variables -r e emplazantes ho-

mo ǵ ene as p or la izquier da si to das sus r e glas tienen variables -r e emplazantes ho-

mo ǵ ene as p or la izquier da.

Mer e c e la p ena r ep ar ar en dos clases de SR

Ts que admiten una

formulaci´ on m´ as simple de la pr opie dad descrita p or la Definici´ on 6.1.3:

1. Si un SR

T es line al p or la izquier da, tendr´ a variables -r e emplazantes ho-

mo ǵ ene as p or la izquier da si p ar a to da r e gla , la existencia de una variable

implic a que .

2. Si un SR

T no tiene variables r e emplazantes en ninguna , tri-

vialmente tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da. M´ as

adelante estudiar emos una clase de SR

Ts que verific a esta pr opie dad (ver la

Se c ci´ on 10.2).

ne c esaria

p ar es cr ´ ıtic os

rsc

Se a un SR

T y . Un p ar

cr ´ ıtic o de tal que es un .

107

= (Σ )

v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda ( )

( ) = ( ) ( ) = ( )

( ) ( ) = ( )

( )

Los SR

Ts de los Ejemplos 1.1.2, 3.3.3 y 3.4.4 tienen v ariables -reemplazantes ho-

moǵ eneas p or la izquierda resp ecto a la funci´ on de reemplazamiento dada en el

ejemplo corresp ondiente . Los SR

Ts de los Ejemplos 3.4.3, 4.3.10 y 6.1.2 carecen de

esta propiedad.

Los resultados sobre confluencia que v amos a presentar exigen siempre que los

SR Ts cuya -confluencia deseamos demostrar tengan v ariables -reemplazantes ho-

moǵ eneas p or la izquierda. Sin embargo, tambi ´ en tendremos o casi´ on de ofrecer alg ´ un

ejemplo de que esta condici´ on no es para demostrar la -confluencia del

SR T (ver el Ejemplo 11.1.7).

De forma an´ aloga a la confluencia, otro motivo de ṕ erdida de -confluencia es la

presencia de . Los pares cr ´ ıticos represe ntan situaciones en las que una

misma regla de reescr itura (con la p osible colab oraci´ on de otras) es capaz de originar

distintas secuencias de reducci´ on que no siempre ser´ a p osible hacer converger en un

mismo t́ ermino, lo cual siempre implica la ṕ erdida de la confluencia.

La restricciones de reemplazamiento pueden evitar el problema intro ducido p or

los pares cr ´ ıticos limitando la p osibilidad efectiv a de que aparezcan secuencias de

reducci´ on divergentes. Esto se consigue imp oniendo que la o currencia de una de

una regla que da lugar a un par cr ´ ıtico sea no reemplazante. Esta observ aci´ on conduce

a una no ci´ on de par cr ´ ıtico adecuada para la .

= (Σ )

( )[ ( )] ( ) ( ) par -cr ´ ıtico

2

+

+

′

′

∗ ′ ∗

Ejemplo 6.1.6

⟨ ⟩

→ →

R

→

→

{ }

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

→

‖ →

→ ‖ → μ t, t

μ t t μ s

t s t s

μ μ

, ,

μ

μ

A

´

g(b,a) b

a b

g

                                                                                                         g(b,a) b b g(b,b) b

g(b,a)

Consider emos el SR T :

y una funci´ on de r e emplazamiento tal que . Este SR

T tiene un solo p ar

cr ´ ıtic o . No obstante, dado que no es una o curr encia

r e emplazante de , no hay p ar es -cr ´ ıtic os en el SR T.

c onfluencia lo c al c onfluencia

fuerte

rsc

p ar alela

p ar al lel moves lemma

108

De forma an´ aloga a la reescritura no restringida, decimos que un par -cr ´ ıtico

es -convergente si y tienen un -reducto com ´ un, es decir, si existe un t́ ermino

tal que y .

El siguiente ejemplo muestra c´ omo pueden emplearse las restricciones de reempla-

zamiento para evitar solapamientos que p o dr ´ ıan llev ar a reducciones divergentes.

( ) = 1

[ ] = 2

Una vez intro ducidos los conceptos anteriores, p o demos describir c´ omo se extienden

las t́ ecnicas usuales para demostrar la confluencia de un SR

T a la demostraci´ on de

la -confluencia de un SR

T. Los ḿ eto dos descritos de manera informal al principio

del cap ´ ıtulo se basan en demostrar ciertas propiedades elementales de la relaci´ on

de reescr itura o de la relaci´ on de reescritura paralela que, ba jo ciertas condiciones,

implican la confluencia. Dichas propiedades son la y la

, resp ectiv amente.

De acuerdo con el Lema de Newman (Lema 2.1.2), una relaci´ on lo calmente con-

fluente y terminante es confluente. Este hecho fundamenta el primero de los ḿ eto dos

presentados que extienden a la el ḿ eto do usual en reescritura [Hue80]. Ba jo la

hip´ otesis de que el SR

T es terminante, se demuestra que la relaci´ on de reescr itura que

verifica la propiedad de convergencia de pares cr ´ ıticos es lo calmente confluente y se

emplea el Lema de Newman para concluir la confluencia.

El segundo ḿ eto do explota el hecho de que si es p osible demostrar que el cierre

transitivo de dos relaciones coincide y una de ellas es fuertemente confluente, entonces

la otra es confluente (Lema 2.1.1). El resultado presentado en [HL91] hace uso de esa

propiedad. En lugar de estudiar la confluencia fuerte de la relaci´ on de reescritura en

un paso ( ), se establece la confluencia fuerte de la relaci´ on de reescritura

( ) para SR

Ts ortogonales (esto lo expresa el , Lema 2.3.9).

Puesto que el cierre transitivo de ambas relaciones coincide ( = ), la propiedad

anterior asegura la confluencia del SR T.

Dado que las propiedades anteriores son v´ alidas para relaciones abstractas defi-

nidas sobre un conjunto cualquiera, v amos a pro ceder de forma an´ aloga a Huet

[Hue80] y a Huet y Ĺ evy [HL91] estableciendo condiciones que aseguren la confluen-

cia lo cal de la relaci´ on de reescritura sensible al contexto en un paso y la confluencia

fuerte de la relaci´ on de reescr itura paralela sensible al contexto.

i

□

′ ′

′

−

′

− ′

− ′

′ ′

∗ ∗

6.2 Confluencia lo cal

6.2. CONFLUENCIA LOCAL

x i n

i

i i u

x μ

x i n i

x

x

n μ

μ

u

u

μ

u

u

u

μ

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Σ

=1

0 1

1

1

0 1

Σ 1 1 2 2

1 1 1 2 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1

1 1 2

Σ

1 2 1 2 1

1 1 1

1 2 2

1 2 1 2

R ∈ ∈ T ∈

{ } ≥ ∈ →

̸≤ ≤

→ ≤ ≤

| |

∈

→ ∈

∈ |

→ →

R ∈ → → ∈

∈ | ∉ ∈

⟨ ⟩ R ∈

R

∈ R

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ R

∈ →

→ →

→ → ⟨ ⟩

Prop osicí on 6.2.1

Prop osicí on 6.2.2

T eorema 6.2.3 (Confluencia lo cal de la )

, R μ M t , V x V

O t u n σ, σ , V σ x σ x

y x σ y σ y s σ t s s σ x i n

O t O t s σ t i n

n O t

x O t n n > u O t

s σ t u O t

u O σ t σ t σ x

σ x σ x σ t s s σ t σ x

μ

, R μ M l r , l r R

u O l t l V σ , σ , V σ t σ l

μ t , t θ , V σ l σ r θ t

σ r θ t

, R

μ μ M

μ μ μ

t , t σ l σ r , σ r μ

u O l σ l t

σ l σ r t

s t s t s μ t , t μ

Se a un SR

T y . Se a , y

, p ar a . Se an Subst tales que y,

p ar a to do , . Se a y . Si

, entonc es , .

Se a un SR

T y . Se an ,

, y Subst tales que . Existe

un p ar -cr ´ ıtic o de y Subst tal que y

.

rsc Se a un SR T c on varia-

bles -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a . El SR

T es

lo c almente -c onfluente si y s´ olo si to do p ar -cr ´ ıtic o es -c onver gente.

s´ olo si

109

La siguiente prop osici´ on establece la p osibilidad de simular, mediante una secuencia

de reducci´ on sensible al contexto, una reducci´ on m ´ ultiple realizada sobre instancias

de v ariables que o cupan p osiciones reemplazantes en un t́ ermino dado.

= (Σ ) (Σ )

( ) = 0 (Σ ) ( ) ( )

= ( ) = ( ) = ( ) = [ ( )] 1

( ) = ( ) ( ) 0

. Por inducci´ on sobre = ( ) , el n ´ umero de o currencias de la

v ariable en ( ). Si = 0 es inmediato. Si 0, consideremos ( ). Por

la hip´ otesis de inducci´ on, asumimos ( ). Puesto que ( ), p or la

Prop osici´ on 3.2.9, ( ( )). Por la Prop osici´ on 2.2.3, ( ) = ( ). Puesto que

( ) ( ), p or la Prop osici´ on 3.3.6, obtenemos ( ) = = ( )[ ( )] .

De este mo do, empleando la Prop osici´ on 3.2.10 y la hip´ otesis de inducci´ on se sigue la

conclusi´ on deseada.

La siguiente prop osici´ on es un caso particular de la Prop osici´ on 3.7 de [Hue80], puesto

que un par -cr ´ ıtico es siempre un par cr ´ ıtico que involucra las mismas reglas de

reescritura y o currencia de solapamiento.

= (Σ )

( ) = (Σ ) ( ) = ( )

(Σ ) ( )[ ( )] = ( )

( ) = ( )

El siguiente teorema es el an´ alogo al cono cido “Lema de los pares cr ´ ıticos” de Huet

[Hue80, Klo92]

= (Σ )

. La demostraci´ on es similar a la del Lema 3.1 en [Hue80]. Intro-

ducimos las mo dificaciones necesarias para integrar la presencia de restricciones de

reemplazamiento.

Sea = ( )[ ( )] ( ) un par -cr ´ ıtico de .

Para la parte , puesto que ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.9, ( ) .

Obviamente, ( ) ( ) = . Puesto que es lo calmente confluente, existe un

tal que y , es decir, el par -cr ´ ıtico es -convergente.

si

1 2 1 2

2

1

2 1

1

1

1 2

2

2

1

1

1 1

1

´

μ

u u u u

u

μ

u μ

u u

v u

v μ

μ

u μ

v

v

v v

v

v

μ

v μ

μ μ

μ

μ

v μ

v

v

u u v

μ μ

u

′ ′′ ′ ′′

′ ′′

′

′′

′

′ ′′ ′′

′ ′′ ′ ′′

′′

∗

∗ ′

′′

′ ′ ′

′

′

′

′

∗ ′ ∗ ′

′ ′ ∗

′ ′′

′ ′′

′ ′′ ′ ′′

⇐ ∈ T → →

→ → ∈ ∈

| |

R

‖

|

∈ | ∈

→ →

≤ ≤

| |

∈

∈ | ∈

→

→

→

| ∈ |

→ |

→

→ ∈

| ∈ ⇔

∈ ∈

→ ∈

∈ ∈

| ∈ R

→ →

→ →

| |

∈ ∈

→ ∧ →

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2 1 1 1

2 2 1 1

1 2

1 2 2 1 2 1

1 1 2 2

1 1 2 2 2 1 2

1 1

1 1 1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

1 2 1 2 2 1

1 1

1 2 2

1

1

1

1

1

1

1 2 2

1 2 2 2

1

1

2 1

1 1 1 1 1

1 2 1 1 2 1

1

1

1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 2 2

1

1

1

1

1

1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

1 1 t, t , t , V t t t t

l r , l r R u , u O t σ , σ

t σ l t σ l t t σ r t t σ r

μ s t

t

u u u u

t

σ l u O t t σ l u O t s

t σ r t σ r t s t s

u u

u u u u u u .v

σ l σ l t

σ l σ r u u .v u O t

v O t v O σ l

σ l σ l σ r

s σ r s

σ l σ r s μ t

t

v v .v l x V σ l σ x

σ σ x σ x σ r σ y

σ y y x s σ r

σ x σ x σ x σ l

σ x v l r

σ x σ x v O σ x

σ l σ x v O σ l

v .v O σ l v O σ x

σ x σ x v O σ l

v O l v O l

l x μ x V ar l

μ

x l r μ

σ r σ r s σ l σ r σ l

σ l σ r s σ l σ r s

t σ r t σ l σ r

u O t u O t

t t t t t t t

μ

110

( ) Para la parte , sean (Σ ) tales que y , es decir,

existen reglas , o currencias ( ), y sustituciones

tales que = ( ), = ( ), = [ ( )] y = [ ( )] . Para probar

la confluencia lo cal de , deb emos demostrar que existe un -reducto com ´ un de

y . Consideramos dos casos seg ´ un la p osici´ on relativ a de los dos redexes.

1. , es decir, las o currencias y no son comparables.

Por la propiedad de p ersistencia y p or la Prop osici´ on 3.2.10, tenemos que =

( ), ( ) y = ( ), ( ). Por conmutatividad, =

[ ( )] = [ ( )] y

, p or tanto, y .

2. Si y son comparables, sin ṕ erdida de generalidad p o demos asumir que

(el caso es totalmente an´ alogo). Sea = . Por la

propiedad de cancelaci´ on: ( ) = ( ) y

, p or distributividad, =

( )[ ( )] . Puesto que = y ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.1,

tenemos que ( ) o, lo que es lo mismo, ( ( )). Por tanto,

( ) ( )[ ( )] .

Ahora deb emos demostrar que existe un t́ ermino tal que ( ) y

( )[ ( )] . Entonces, la existencia de un -reducto com ´ un de

y se sigue empleando la Prop osici´ on 3.3.6. De acuerdo con la Prop osici´ on

2.2.3 deb emos considerar dos casos:

(a) = , = y ( ) = ( ) .

Sea la sustituci´ on definida como sigue: ( ) = ( )[ ( )] y ( ) =

( ) para to da v ariable = . T omamos el t́ ermino = ( ). Es su-

ficiente mostrar que ( ) ( ): puesto que ( ) = ( ), tene-

mos que ( ) se reescrib e a la o currencia emplando la regla ,

es decir, ( ) ( ). Mostremos ahora que ( ( )): pues-

to que, p or la Prop osici´ on 2.2.3, ( ) = ( ) y ( ( ))

( ( )), p or la Prop osici´ on 3.2.1, ( ( )). De esta

forma, ( ) ( ). T ambi ´ en, p or el Corolario 3.2.4, ( ( ))

y p or la Prop osici´ on 3.2.9, ( ) puesto que ( ). Por tanto,

= es una v ariable -reemplazante, ( ). Puesto que tie-

ne v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda, cualquier otra

o currencia de en y es -reemplazante y

, p or la Prop osici´ on 6.2.1,

tenemos que ( ) ( ) = y ( )[ ( )] ( ). Dado

que ( ) ( ) = tenemos que ( )[ ( )] . Recordemos

que = ( ), = ( )[ ( )] y

, p or la Prop osici´ on 3.2.10,

( ) y ( ). Aplicando la Prop osici´ on 3.3.6 al contexto

[ ] , obtenemos que implican que y tienen un

-reducto com ´ un.

□

∗

∗

⊥ v

v

μ

v

Ejemplo 6.2.4

6.3 Confluencia fuerte

∃ ∉ |

→

∈

⟨ ⟩

→

→

→

R

→

→

→

R

→

→

\ \

6.3. CONFLUENCIA FUER TE

f(a) a

f(b) b

c x

c f(a)

c f(b)

            f(a) f(b)

1 2 2 1

1 1 1 1 2 2 2

2 1 1

1 2 1 1 2 2 1

1 1 2 3 1 3

2 3 3 l V l l σ l σ l

σ l μ σ l σ r l

r v O σ l

μ t , t θ σ l σ r θ t

σ r θ t t t t

t t s θ t

μ μ μ

μ

S R

R

R S

B A A B

Se a el SR

TE orto gonal

T omemos . Aunque no tiene p ar es cr ´ ıtic os, no es lo c almente -c onfluente,

pues:

y

p er o y no tienen un -r e ducto c om ´ un.

p ar al lel moves lemma

p ar alela

rsc

p ar al lel moves lemma

c an´ onic o

111

(b) tal que = y ( ) = ( ).

Puesto que ( ) se -reescrib e a ( )[ ( )] utilizando la regla

y la o currencia ( ( )), p or la Prop osici´ on 6.2.2, existe un

par -cr ´ ıtico y una sustituci´ on tal que ( )[ ( )] = ( ) y

( ) = ( ). Por hip´ otesis, existe un t́ ermino tal que y

. T omam os = ( ) y la conclusi´ on se deduce p or la Prop osici´ on

3.3.6 y p or la estabilidad de (Prop osici´ on 3.3.8).

Con esto completamos la demostraci´ on.

Es sencillo ver que, incluso imp oniendo fuertes restricciones en los reemplazamientos,

no es p osible asegurar la v alidez del T eorema 6.2.3 para SR

TEs.

=

Si somos capaces de demostrar la confluencia fuerte de una relaci´ on, tambí en p o demos

inferir que ´ esta es confluente. Esta afirmaci´ on puede probarse haciendo = en el

Lema 2.1.1. De esta manera concluimos que, si es fuertemente confluente, entonces

es confluente. Sin embargo, este lema tiene aplicaciones m´ as interesantes cuando las

relaciones y no coinciden.

En la teor ´ ıa de los sistemas de reescr itura ortogonales, el

(Lema 2.3.9) es un resultado bien cono cido que, entre otras cosas, establece la con-

fluencia fuerte de la reescritura .

Para generalizar este resultado a la , realizamos un an´ alisis de las condiciones de

definici´ on de dichas multideriv aciones elementales can´ onicas cuando las restricciones

de reemplazamiento condicionan su definici´ on efectiv a. Pero el

exhib e una propiedad a ´ un m´ as interesante: prop orciona un pro cedimiento

para definir multideriv aciones elementales y dadas las multideriv aciones

R

R

R R

R R

Σ

[ ]

[ ]

1 1

1

1 1

1

1

´

Definicí on 6.3.1

Ejemplo 6.3.2 μ u,α

μ

μ

v

μ μ

u,α

u

v

μ u

μ

μ μ

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

V

μ

μ

\ \

R ∈ →

→ ∈ ∈ \ |

\ \

→

\ ⊆

|

|

→

∈ \ ⊆

R

{ } { }

→

{ } ∉

∈ ∈

\

∈ →

∈ R f g

f(h(0)) g(h(0),h(0))

h(0) f(h(0))

g(h(0),h(0))

h(0) g(h(0),h(0))

A B t

B A A B

, R μ M A t s μ

α l r R v O t v A t

A O s v A v A

A t s

μ

v A O s

A

t

t

μ A t s

v O t v A O s

μ μ μ

A

t

μ A , O

v O t u O t

μ A iii

u.w .v v A

w O r α l r

μ A u.w .v

w

w O r μ

μ

Se a un SR

T, , y una -derivaci´ on

elemental, donde . Se a . El c onjunto de de

r esp e cto a es un sub c onjunto de definido c omo sigue: , donde

.

Consider emos el SR

T orto gonal del Ejemplo 6.1.2. Si definimos

y , p o demos r e alizar la siguiente -derivaci´ on:

L as o curr encias r esiduales del r e dex r e emplazante en r esp e cto a la

-derivaci´ on son . Sin emb ar go, y, p or tanto,

es una o curr encia r e emplazante del r e dex en .

b ajo

112

elementales y que arrancan de un mismo t́ ermino . El concepto fundamental

sobre el que se asienta la definici´ on de estas deriv aciones can´ onicas y es el

de residuo de un redex resp ect o a una deriv aci´ on (Definici´ on 2.3.8). En primer lugar,

definimos el concepto de residuo resp ecto a una deriv aci´ on sensible al contexto en un

paso.

= (Σ ) :

: ( ) residuos

( ) =

:

Dado que cualquier -deriv aci´ on es tambí en una deriv aci´ on, la definici´ on anterior

es correcta. El hecho de que ( ) es esencial para definir el concepto de

deriv aci´ on residual, etc. (ver la Secci´ on 2.3.3). Esto quiere decir que la deriv aci´ on

(que contrae el redex ) deja inalterada la p osibilidad de reducir los residuos del

redex en los pasos de reducci´ on p osteriores.

Necesitamos asegurar una propiedad an´ aloga para las -deriv aciones : ,

es decir, que siempre que ( ) obtendremos ( ). Desafortunada-

mente, aunque seguir´ a siendo un redex, un residuo de un redex reemplazante no tiene

p orqú e ser reemplazante.

( ) = 1 ( ) = 1

:

=

1 2 2 ( ) 2 no

El problema se p one de manifiesto al considerar las o currencias de redexes reempla-

zantes ( ) que se encuentran la o currencia ( ) que contrae la

-deriv aci´ on elemental . De acuerdo con la Definici´ on 2.3.8 (apartado ( )), las

o currencias residuales que se encuentran en el conjunto est´ an parcial-

mente constituidas p or o currencias ( ) donde : es la regla involucrada

en la -deriv aci´ on elemental . Para garantizar que es una o currencia re-

emplazante de un redex, deb emos asegurar que tambí en es reemplazante, es decir,

( ). Si exigimos que tenga v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la

izquierda, se verifica esta propiedad. Los SR

Ts que tienen v ariables -reemplazantes

homoǵ eneas p or la izquierda exhib en una propiedad imp ortante: los subt́ erminos

que instancian (mediante emparejamiento) las v ariables reemplazantes de las partes

izquierdas de las reglas de reescritura son tambí en reemplazantes en la instancia co-

rresp ondiente de la parte derecha de la regla. Por tanto, cuando consideramos SR Ts

′

Σ

Σ

[ ]

[ ]

R

R R

R

′ ′ ′ ′

R

R

Demostraci ´ on u v v

u v

μ u,α

μ

μ μ

μ

u

μ v ,α

μ μ

μ

u μ μ

μ f(x,y) g(y,y) a c

g(x,a) f(x,b) b b

f g

∉

| | |

|

R

∈ R

R

→ →

→ →

{ }

R R

R

∈ →

∈ \ ⊆

\ \

∈ → →

‖ \ { } ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈

Definicí on 6.3.3 (SR

T -ortogonal)

Ejemplo 6.3.4

Prop osicí on 6.3.5 μ

v >

u iii

ii v < u

v O s

t t s

s t σ r t

μ

μ , R

μ M μ μ

μ μ μ

μ

μ

μ

, R μ μ

μ M A t s μ

v O t v A O s

v A v A

s t σ r

u, v O t t s α l r u v

v u v A v v O t

v O t σ r v O s v O s

v < u

v O s v O s

Se a un SR

T line al p or la izquier-

da y . De cimos que es -orto gonal si no tiene p ar es -cr ´ ıtic os.

Consider emos el SR T :

y la funci´ on de r e emplazamiento definida c omo sigue: . De

acuer do c on la Definici´ on 6.3.3, es -orto gonal. Observemos que tambí en tiene

variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da.

Se a un SR

T -orto gonal c on variables -r e emplazantes

homo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a . Se a una -derivaci´ on

elemental. Si , entonc es .

113

con v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda, los residuos de los redexes

reemplazantes son tambí en reemplazantes.

Observemos que, en la Definici´ on 2.3.8, la ortogonalidad es esencial para asegurar

que la definici´ on de residuo considera realmente to dos los casos. De hecho, el caso

, tal como ha sido tratado en el apartado ( ) de la definici´ on, quedar ´ ıa incompleto

sin exigir la ortogonalidad. T ambí en en el caso ( ), , p o dr ´ ıa suceder que

( ) sin la asunci´ on de ortogonalidad: cuando el SR

T es ortogonal, la reducci´ on

de un redex situado ba jo de un redex no impide la reducci´ on ulterior de ,

donde = [ ( )] ; es decir, no se destruye el car´ acter de redex de .

Po demos rela jar el requerimiento de ortogonalidad (manteniendo a ´ un la consis-

tencia de la Definici´ on 6.3.1) prohibiendo el reemplazamiento de redexes solapantes

mediante una funci´ on de reemplazamiento. La extensi´ on del concepto de SR

T orto-

gonal en presencia de una funci´ on de reemplazamiento es la siguiente.

= (Σ )

( ) = ( ) = 1

A continuaci´ on demostramos que los conceptos intro ducidos en los p´ arrafos anteriores

son suficientes para asegurar la propiedad deseada para los residuos de un redex

reemplazante resp ecto a una -deriv aci´ on elemental.

= (Σ )

:

( ) ( )

. De acuerdo con la Definici´ on 6.3.1, = , p or lo que consi-

deramos los casos establecidos en la Definici´ on 2.3.8. Recordemos que = [ ( )] y

( ). Sea para alguna regla : . El caso = es inmediato.

1. . Entonces = . Puesto que ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.10,

( [ ( )] ). Por tanto, ( ); m´ as precisamente, ( ).

2. . De forma similar al caso anterior, empleando la Prop osici´ on 3.2.10,

concluimos que ( ). Comprobamos ahora que ( ). Lo hacemos

□

□

1

1 1

Lema 6.3.6

Σ

Σ

1 1 1

1 1

1 1

1 1

Σ

Demostraci ´ on

´

R

′

′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

R

′ ′

′

R

R R

′

R

′′

R

R

∉

∈

∈ ∉

| | | |

∈

∈ ∈

∈

| ∈ ∈ \

| ∈ ∈

| ∈

∈ ∈ ∈

R

∈ ∈ |

∈ ∈

| | |

∈ ∈

\

\ ⊆ \ ⊆

\

\

\ \ → ⊆

→

⊆

R

∈

\ \

∈ \ \ \ \

\ \ \ \

V

v u w w

μ

μ μ

μ

w μ

w μ μ

u μ

μ μ

μ μ

u.w

μ μ

w u.w u.w

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ μ

U

μ

μ

W

μ

μ μ

μ μ μ μ μ μ

μ

μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ v O s

u u v .w w O l

w O l w O l

t σ l t σ l σ l σ l α α

u v .w O t

w O σ l w O l α α

μ μ

v O s

v > u v

u.w .v l x V v v A v u.w .v

r x v O t u.w O t

t σ l w O σ l

w O l w O l x V ar l

μ

w O r v O t

w O r w O σ r

σ r t s

u.w .v O s v O s

B A

v A O s U A O s

B A

U A

B A B A μ A t t U O t

μ B t t

W O t

, R μ μ

μ M A B μ

t B A B A B A

μ t s

u O t u B A B u A B A

A A B B B A B A A B A B r esiduo

p ar al lel moves lemma rsc

Se a un SR

T -orto gonal c on variables -r e emplazantes ho-

mo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a . Se an y dos -multiderivaciones

elementales que p arten del mismo t́ ermino . Entonc es, y

son -multiderivaciones que p arten de y l levan al mismo t́ ermino y, p ar a to do

, tenemos .

114

p or contradicci´ on: si ( ), entonces la reducci´ on de la o currencia redex

ha destruido el redex anterior. Por tanto, = y ( ) (en otro

caso, si ( ) o bien ( ) no hay ning ´ un problema). Sin embargo,

puesto que = ( ) y = ( ) = ( ) = ( ), entonces y

definen un par cr ´ ıtico. Dado que = ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.1,

( ( )). Por la Prop osici´ on 3.2.9, ( ), y esto significa que y

definen un par -cr ´ ıtico. Pero esto contradice la -ortogonalidad del SR

T. Por

tanto, ( ).

3. Si , razonando como en el punto anterior la ´ unica p osibilidad es =

y = . Consideremos . Entonces, = y

= . Puesto que ( ), p or el Corolario 3.2.4, ( ). Puesto

que = ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.1, ( ( )). Por tanto, dado que

( ), p or la Prop osici´ on 3.2.9, ( ): es decir, ( ). De

esta forma, puesto que tiene v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la

izquierda, ( ). T ambi ´ en, p or la Prop osici´ on 3.2.1, ( ).

Por tanto, puesto que ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.9, ( ( )).

Puesto que ( ) = = , p or la Prop osici´ on 3.2.1, concluimos que

( ). Esto significa que ( ).

De esta manera, la extensi´ on sensible al contexto de la no ci´ on de es correcta.

T ambi ´ en lo es la no ci´ on de deriv aci´ on residual . Ciertamente, si no p o demos

asegurar que ( ), tamp o co p o demos asegurar que ( ). Dado

que la deriv aci´ on residual se define como la deriv aci´ on que contrae el conjunto

, dicha deriv aci´ on no estar ´ ıa bien definida para el caso sensible al contexto, si

este conjunto pudiera contener o currencias de redexes no reemplazantes. Esto significa

que = para to da -deriv aci´ on : , con ( ) conteniendo

o currencias disjuntas dos a dos y -deriv aciones : , cuyo conjunto de

o currencias, ( ), consta tambí en de o currencias disjuntas dos a dos. Ahora

p o demos formular la extensi´ on del a la .

= (Σ )

( ) ( )

( ) ( ) = ( )

. Puesto que = , = , = , y = ,

aplicamos el Lema 2.3.9.

μ

□

Demostraci ´ on

6.4 -confluencia

6.4. -CONFLUENCIA

g(b,a) g(b,b)

g(b,a) b

Σ

Σ

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

Σ

‖ → ‖ →

R

∈ ‖ →

∈ T

R

∈ R

⟨ ⟩ R

⟨ ⟩ R ∈ T → → R

R R

R

R

R R

⟨ ⟩

R

∈

R

→

→

T eorema 6.3.7

T eorema 6.4.1

Corolario 6.4.2

Ejemplo 6.4.3 μ

μ μ

, R μ μ

μ M

μ

μ μ

μ t

μ t , V

, R μ μ

μ M μ

t t μ t , t

μ t , t t , V t t t t

μ μ t μ t t

t t t t μ

. . μ μ

μ

μ μ

μ

μ μ

μ t , t

t t t t μ

μ

, R μ μ

μ μ M μ p ar al lel moves lemma

Se a un SR

T -orto gonal c on variables -r e emplazantes

homo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a . Entonc es, la r elaci´ on es fuerte-

mente c onfluente.

Se a un SR

T -terminante c on variables -r e emplazantes

homo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a . Entonc es, es -c onfluente si y

s´ olo si p ar a to do p ar -cr ´ ıtic o de .

s´ olo si

si

Un SR

T -terminante, sin p ar es -cr ´ ıtic os y c on varia-

bles -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a es -c onfluente.

Consider emos el SR

T y la funci´ on de r e emplazamiento del Ejemplo

6.1.6. Este SR

T no es c onfluente. Por ejemplo:

y

115

El para (Lema 6.3.6) demuestra que es fuertemente

confluente para SR

Ts -ortogonales con v ariables -reemplazantes homog ´ eneas p or la

izquierda.

= (Σ )

El siguiente teorema prop orciona un ḿ eto do para demostrar la -confluencia de un

SR T -terminante con v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda, res-

p ecto a la funci´ on de reemplazamiento . En el enunciado del mismo,

¯

denota una

forma -normal de (Σ ).

= (Σ )

¯

=

¯

. Para demostrar la parte , consideramos que para cualquier

par -cr ´ ıtico de existe un (Σ ) tal que y . Si es

-confluente y -terminante, entonces admite una forma -normal ´ unica

¯

=

¯

.

Para la parte , observemos que

¯

=

¯

implica que y tienen un -reducto com ´ un.

Por el T eorema 6 2 3, es lo calmente -confluente. Dado que es -terminante y

lo calmente -confluente, p or el Lema 2.1.2, es confluente.

Dado un SR

T -terminante con v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la iz-

quierda resp ecto a la funci´ on de reemplazamiento , el T eorema 6.4.1 sugiere un

pro cedimiento efectivo para demostrar la -confluencia de . Puesto que es -

terminante, para cualquier par -cr ´ ıtico p o demos calcular, en tiemp o finito,

tanto

¯

como

¯

y , tras esto, comprobar si

¯

=

¯

. Si el SR

T carece de pares -cr ´ ıticos,

demostrar la -confluencia es m´ as sencillo.

= (Σ )

1

□

Σ

+

+

1

a a f f a μ

f μ

u

μ

T eorema 6.4.4

Demostraci ´ on

´

6.5 T raba jos relacionados

R R

R

R

R

∈

‖ →

→ ‖ → →

R

R

R

⊆ ⊆ →

{ ∈ | ∃ ∈ | }

∈ μ

μ

μ μ

μ

μ μ

, R μ μ

μ M μ

μ

μ μ

μ

μ

μ

V r V l V r V l l r V t V ar t

V t x V ar t u O t . t x

x V ar l

“as in the case of standard TRSs, it is sufficient to check the non-overlapping condition on the

left-hand sides of the reduction rules” [Mar90], pag. 257.

No obstante, puesto que es terminante, p or el T e or ema 5.1.4, es -terminante.

Puesto que tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da y no tiene

p ar es -cr ´ ıtic os, p or el Cor olario 6.4.2, es -c onfluente.

Un SR

T -orto gonal c on variables -r e emplazantes ho-

mo ǵ ene as p or la izquier da r esp e cto a es -c onfluente.

rsc

r e duc ci´ on c ondicional

de forma similar a los SR

Ts est´ andar, es suficiente

c ompr ob ar que las p artes izquier das no solap an

r e duc ci´ on c ondicional

funci´ on de dominio

116

Sin embargo, para SR

Ts lineales p or la izquierda sin pares -cr ´ ıticos (es decir, SR Ts

-ortogonales), no necesitamos imp oner que el SR

T sea -terminante, puesto que

disp onemos de un resultado m´ as p otente.

= (Σ )

. Por el T eorema 6.3.7, es fuertemente confluente. Por el Lema

3.3.10, = . Por el Lema 2.1.1, es confluente.

Por ejemplo, el SR

T del Ejemplo 6.3.4 resp ec to a la funci´ on de reemplazamiento

dada en dicho ejemplo no es -terminante. No obstante, puesto que es -ortogonal

y tiene v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda, p or el T eorema 6.4.4,

es -confluente.

Po demos comparar nuestros resultados sobre confluencia de la con el establecido

p or Maranget para su [Mar90]. En la primera secci´ on de su

art ´ ıculo, Maranget sostiene que,

para asegurar la confluencia de dicha

relaci´ on de reducci´ on. Los ejemplos anteriores demuestran que esto no es suficiente

en general (Ejemplo 6.1.2). De forma an´ aloga a como se ha pro cedido en la Secci´ on

6.3, en [Mar90], Maranget demuestra su afirmaci´ on indirectamente, estableciendo

previamente la confluencia fuerte de la . No obstante lo que se

ha comentado, la demostraci´ on es correcta debido a la imp osici´ on de una condici´ on

muy fuerte sobre la clase de SR

Ts condicionales que son considerados. Recordemos

que Maranget considera SR

Ts -ortogonales con la siguiente restricci´ on adicional:

( ) ( ) y ( ) ( ) para to da regla del SR

T, donde ( ) = ( )

y ( ) = ( ) ( ) = . Dicha restricci´ on implica que los

SR Ts de la clase ba jo consideraci´ on tienen v ariables reemplazantes homoǵ eneas p or

la izquierda resp ecto a cualquier funci´ on de reemplazamiento ( ,

en la terminolog ´ ıa de Maranget) de las admitidas: dado que los SR

Ts considerados

son lineales p or la izquierda, s´ olo necesitamos demostrar que ( ) implica μ

∈

∈

⊆ ∈

≡ x μ

x μ

f

f f f

τ

6.5. TRABAJOS RELACIONADOS

O r O r x V ar l

x r x V r

V r V l x V l

x l

μ μ

μ

μ

ζ ζ

ζ

t s ζ

ζ

ζ

ζ

ζ ζ

ζ

ζ sub clase

r e duc ci´ on c ondicional

r e escritur a p er ezosa

r e escritur a p er ezosa

r e duc ci´ on p er ezosa

iguales

r e escritur a p er ezosa

no r estringida

117

( ) = ( ) (recordemos la Observ aci´ on 6.1.4). Siendo ( ), sup ongamos

que existe una o currencia no reemplazante de en . En este caso, ( ).

Puesto que ( ) ( ), tenemos que ( ); es decir, hay una o currencia no

reemplazante de en . Sin embargo, debido a la linealidad p or la izquierda, esto no

es p osible. As ´ ı, los SR

Ts considerados p or Maranget son una de los SR Ts

-ortogonales con v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda. Por tanto,

con relaci´ on a la -confluencia, nuestros resultados son m´ as generales. Por ejemplo,

la -confluencia del SR

T del Ejemplo 6.3.4 no p o dr ´ ıa demostrarse empleando los

resultados de Maranget. Adem´ as, Maranget realiza ciertas asunciones que se aceptan

sin p oner de manifiesto c´ omo condicionan ´ estas el resultado obtenido sobre confluencia

de la .

Resp ecto a la de Kamp erman y W alters [KW95], los auto-

res estudian la no ci´ on de -confluencia, que es m´ as d́ ebil que la confluencia. La -

confluencia surge al considerar la -igualdad en lugar de la igualdad usual, a la hora de

definir la convergencia de t́ erminos. Dos t́ erminos y son -iguales si al reemplazar

los subt́ erminos maximales no reemplazantes p or una nuev a constante obtenemos el

mismo t́ ermino. De hecho, la -igualdad coincide con la -equiv alencia de la Secci´ on

5.2. Kamp erman y W alters s´ olo han establecido que la preserv a

la -confluencia. Dado que, a diferencia de la confluencia, cuya definici´ on involucra la

igualdad de t́ erminos, la -confluencia est´ a basada en la no ci´ on de -igualdad, no es

p osible emplearla para asegurar que distintas secuencias de pueden

ser reencauzadas para pro ducir t́ erminos . S´ olo puede asegurarse esto resp ec to

a la -igualdad y

, adem´ as, ni siquiera empleando la propia restricci´ on considerada

(la ) para reunir (salvo -igualdad) los t́ erminos discrepantes, sino

que s´ olo se asegura que la reescritura p o dr´ a hacerlo. Esto constituye

un resultado m´ as d́ ebil que el que se ha presentado aqu ´ ı.

119

P arte I I

Estrategia s de reducci´ on

sensible al con texto μ

μ

μ

μ

´ ıtulo 7

Estrategias sensibles al

con texto

estr ate gia sensible al c ontexto

efe ctiva

estabilizaci´ on

Cuando, dada una funci´ on de reemplazamiento , no es p osible asegurar un comp or-

tamiento -terminante para el SR

T considerado, es necesario seleccionar cuidadosa-

mente las reducciones sensibles al contexto que llev an a obtener una forma -normal,

en caso de que ´ esta exista. La elecci´ on de una adecuada

(es decir, -normalizante) cobra esp ecial imp ortancia y este cap ´ ıtulo est´ a dedicado a

la definici´ on y an´ alisis de dichas estrategias.

La definici´ on de estrategias sensibles al contexto exige resolver un problema an´ alo-

go al planteado en la reescritura est´ andar: el de la definici´ on de una estrategia

normalizante, esto es, una estrategia que ante cualquier t́ ermino normalizable obtiene

siempre su forma normal. Este problema es esp ecialmente dif ´ ıcil cuando se desea

que la estrategia sea secuenc ial, es decir, que cada transformaci´ on elemental ( ´ util)

efectuada sobre el t́ ermino corresp onda a un ´ unico paso de reducci´ on.

La teor ´ ıa de las reducciones necesarias (para la normalizaci´ on) de Huet y Ĺ evy

[HL91, KM91] sirve a este prop´ osito cuando el ob jetivo es definir estrategias norma-

lizantes. En la Secci´ on 7.1, veremos que dicha teor ´ ıa no es completamente adecuada

para fundamentar la definici´ on de estrategias sensibles al contexto. Afortunadamente,

p o demos utilizar la teor ´ ıa de reducciones necesarias para la de t́ erminos.

En nuestra formalizaci´ on, haremos uso de la formulaci´ on intro ducida recientemente

p or Middeldorp [Mid97 ].

En la Secci´ on 7.2 demostramos que dicha teor ´ ıa no s´ olo es adecuada para analizar

los c´ omputos sensibles al contexto sino que sus resultados fundamentales pueden ser

refinados intro duciendo en el an´ alisis de las reducciones estabilizantes la presencia de

las restricciones de reemplazamiento sensibles al contexto.

En la Secci´ on 7.3 demostramos tambí en que es p osible emplear los ´ ındices fuerte-

121

1

R

∈

T → T

→

→ → μ μ

μ

μ

μ μ μ

μ

μ

Σ

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

R R

R

R

R

R R

R

R R

R R

R

R μ

μ

, R

μ M μ

, V , V t t t

μ t t

μ μ

O t μ

μ

, μ

,

O O

7.1 Concepto de estrategia sensible al con texto

CAP ´ ıTULO 7. ESTRA

TEGIAS SENSIBLES AL CONTEXTO

Definicí on 7.1.1 (Estrategia sensible al contexto)

Observ aci´ on 7.1.2

En realidad, esto s´ olo es cierto cuando disp onemos de una implementaci´ on basada en reduccí on

de grafos que es capaz de almacenar o currencias distintas del mismo redex en una ´ unica p osici´ on de

memoria compartida.

Se a un SR T y

. Una estr ate gia (determinista) sensible al c ontexto (o simplemente una -

estr ate gia) es una funci´ on tal que si es

una forma -normal y en cualquier otr o c aso.

no

De forma an´ alo ga a c omo se desc omp one una estr ate gia

en sus c omp onentes (Se c ci´ on 2.4) tambí en p o demos desc omp oner una -

estr ate gia en sus c omp onentes sin m´ as que sustituir p or

y p or en las definiciones c orr esp ondientes.

eficiencia

122

mente secuenciales de Huet y Ĺ evy como aproximaci´ on decidible a los redexes nece-

sarios para la estabilizaci´ on de un t́ ermino.

De acuerdo con este resultado, en la Secci´ on 7.4 estudiamos la capacidad de las

restricciones de reemplazamiento sensibles al contexto para capturar o currencias que

corresp onden a ´ ındices en determinadas clases de t́ erminos.

En la Secci´ on 7.5 demostramos que las estrategias de reducci´ on de ´ ındices -

reemplazantes son -normalizantes.

El concepto de estrategia de reescritura sensible al contexto es una extensi´ on natural

de la no ci´ on est´ andar de estrategia de reescritura.

= (Σ )

I H : (Σ ) (Σ ) I

H ( ) =

I H ( )

La Definici´ on 7.1.1 se refiere a estrategias secuenc iales. Su extensi´ on al caso paralelo

es inmediata. Es interesante observ ar que una -estrategia s´ olo p ermite realizar la -

normalizaci´ on de un t́ ermino, siendo en general imp osible su normalizaci´ on completa.

Esto se deb e a que, siempre que ( ) = Ø, una -estrategia ya no est´ a obliga-

da a realizar m´ as reducciones. Por tanto, una -estrategia es una estrategia de

reescritura.

I F

(I P I R )

I H (I P I R )

La teor ´ ıa de las reducciones necesarias desarrollada p or Huet y Ĺ evy para los SR Ts

ortogonales [HL91, KM91] cubre dos asp ectos esenciales de la definici´ on de estrategias

de reescritura secuenc iales:

1. F ormaliza una no ci´ on de de los c´ omputos p or reescritura. Si una

deriv aci´ on normalizante s´ olo contrae redexes necesarios, puede decirse que es

tan eficiente como es p osible puesto que no se realizar´ a ningun paso de reducci´ on

innecesario .

Ejemplo 7.1.3 R

→

→

{ }

→

→ → · · ·

R μ

μ

μ μ μ

μ

μ

μ

t

μ

μ

μ

μ

μ

7.1. CONCEPTO DE ESTRA

TEGIA SENSIBLE AL CONTEXTO

                                               f(x) g(f(x))

                                               a a

f g g(f(a))

f(a)

                                               f(a) g(f(a))

g(f(a)) f(a)

a

                                               f(a) f(a) no

Se a el siguiente SR T :

Si estable c emos y , el t́ ermino es una forma -normal

de pues

Sin emb ar go, no es p osible obtener a p artir de me diante r e duc ci´ on del

r e dex ne c esario (y r e emplazante) :

cualquier

antes

r e duc ciones ne c esarias p ar a la estabilizaci´ on

estabilizaci´ on

normalizaci´ on

123

2. Permite definir estrategias normalizantes: las estrategias que s´ olo llev an a cab o

reducciones necesarias son normalizantes (T eoremas 2.5.1 y 2.5.2).

No obstante, la reducci´ on arbitraria de redexes necesarios no es ´ util como base para

definir secuenc ias de reducci´ on sensibles al contexto que sean capaces de encontrar una

forma -normal siempre que ´ esta existe. Esto es debido a la existencia de t́ erminos

que tienen una forma -normal p ero tienen forma normal. Para dichos t́ erminos,

la no ci´ on de redex necesario no resulta ´ util pues, p or definici´ on, to do redex de un

t́ ermino que no tiene forma normal es necesario.

( ) = 1 ( ) = Ø

Por tanto, contrariamente a lo que sucede con el c´ alculo de formas normales, la

reducci´ on reiterada de redex necesario no sup one la obtenci´ on de una forma

-normal aunque ´ esta exista.

El T eorema 4.3.8 demuestra que, ba jo la asunci´ on de linealidad p or la izquierda

para el SR

T considerado, e imp oniendo una funci´ on de reemplazamiento may or

o igual que la funci´ on de reemplazamiento can´ onica, to da forma -normal es una for-

ma estable. Esto significa que to da secuencia de reducci´ on de un t́ ermino a forma

-normal es tambí en una secuencia de estabilizaci´ on del t́ ermino y que dicha esta-

bilizaci´ on tiene lugar (o en el mom ento) de alcanzar la forma -normal. Esta

observ aci´ on sugiere emplear la teor ´ ıa de

[Mid97] para formalizar la definici´ on de estrategias de -normalizaci´ on como estrate-

gias que realizan reducciones necesarias para la en lugar de reducciones

necesarias para la como en la teor ´ ıa de Huet y Ĺ evy .

De hecho, al efectuar este an´ alisis, es p osible refinar la teor ´ ıa desarrollada p or

Middeldorp mediante la consideraci´ on de las restricciones de reemplazamiento sen-

sibles al contexto. En cuanto a la definici´ on efectiv a (computable) de -estrategias

-normalizantes, demostramos la p osibilidad de emplear las aproximaciones compu-

tables desarrolladas para el c´ alculo de redexes necesarios (los llamados redexes fuerte-

mente necesarios de Huet y Ĺ evy [HL91, KM91]) como aproximaciones computables a

□

□

R

R

R

R

+

Σ

Σ

+

Σ

Σ

+

Σ Σ

Σ

Σ

Σ

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

>ϵ

u u

u.v

com

>ϵ

μ

>ϵ

t l v

v

v

t l com μ

μ

com

Lema 7.2.1

Lema 7.2.2

T eorema 7.2.3

R

− → → ∈

∈ ∩

∈ | |

|

R ∈ ⊑

− → → ∈

∩ ⊆

∈ ∩ − →

|

|

| ∈

∈ ∈ ∩

∩

⊑ ∈ ⊆

∈

R ∈ ⊑

´

7.2 C´ omputos necesarios para estabilizaci´ on y rees-

critura sensible al con texto μ

, R t

t σ l l r R P

t u minimal P

O l v O t t

t t

, R μ M μ μ

t t σ l l r R

P t

minimal P O l O t

u minimal P O l t σ l

u u t v < u

l

t v P

u O l v P O l v < u

u P O l

u u μ μ u O l O l

u O t

, R μ M μ μ

μ

“en un SR

T orto gonal, to do t́ ermino no estable c ontiene

un r e dex ne c esario p ar a su estabilizaci´ on ”

r e emplazante

Se a un SR

T orto gonal. Se a un t́ ermino no estable, que

tamp o c o es un r e dex y tal que p ar a alguna r e gla . Se a el

c onjunto de o curr encias de subt́ erminos pr opios no estables de . Se a

y se a una o curr encia de un r e dex ne c esario p ar a estabilizar .

Entonc es es ne c esario p ar a estabilizar .

Se a un SR

T orto gonal y se a tal que .

Se a un t́ ermino no estable tal que p ar a alguna r e gla . Se a

el c onjunto de o curr encias de subt́ erminos pr opios no estables de . Entonc es,

.

spr efix spr efix

spr efix spr efix

Se a un SR

T orto gonal y se a tal que .

T o do t́ ermino no estable c ontiene un r e dex -r e emplazante ne c esario p ar a su estabili-

zaci´ on.

124

los redexes necesarios para la estabilizaci´ on, lo cual p ermite emplear dichas estrategias

en tareas de -normalizaci´ on.

Nuestro primer resultado sup one un refinamiento del T eorema 2.5.4 (T eorema 4.3 de

[Mid97]) que establece que

. Demostramos que esto puede formularse

m´ as precisamente: to do t́ ermino no estable contiene un redex que es

necesario para su estabilizaci´ on. Para establecer este resultado necesitamos algunos

lemas auxiliares.

= (Σ )

( )

(

( )) ( )

. Impl ´ ıcita en la demostraci´ on del T eorema 4.3 de [Mid97].

= (Σ )

( )

( ( )) ( )

. Sea ( ( )). Dado que ( ), tenemos que

( ) = ( ). De no ser as ´ ı, alg ´ un subt́ ermino con deb er ´ ıa ser

reducido para p ermitir el emparejamiento con la parte de la regla considerada;

en ese caso, no ser ´ ıa estable y tendr ´ ıamos que . A ´ un m´ as, puesto que

( ), tendr ´ ıamos ( ), p ero, puesto que , ello significar ´ ıa

que no es minimal en ( ) lo cual nos llev ar ´ ıa a una contradicci´ on. Puesto

que ( ) = ( ) y , tenemos que ( ) ( ). Por la

Prop osici´ on 3.2.3, concluimos que ( ).

A continuaci´ on establecemos el resultado anunciado anteriormente.

= (Σ )

□

+

+

Σ

R

′ ′′ ∗ ′

′′

Ejemplo 7.2.4

Demostraci ´ on

μ

μ

>ϵ

ϵ

ϵ

>ϵ

u

μ

u

u

u μ

∈

∈

− → → →

→

− →

| ∈ ∩

∈

|

|

| ∈

R

→

→

→

→

→ →

→ →

7.2. C

´

OMPUTOS NECESARIOS P

ARA EST

ABILIZACI

´

ON Y

g(a,x,y) x

g(d,x,a) a

b a

c d

g(a,b,c)

                                   g(a,b,c) b a

                                   g(a,b,c) g(a,a,c) a t t

ϵ O t

ϵ O t

t

t t

t t σ l t t

l σ l t

t σ l

P t

t

t u minimal P O l

u μ u O t

t μ s

t s t

s μ t u O t s

μ t

t

Consider emos el SR

T orto gonal :

y el c onjunto de to das las se cuencias de estabilizaci´ on p ar a el t́ ermino :

1.

2.

RSC 125

. La demostraci´ on es una adaptaci´ on de la realizada p or Middeldorp

para demostrar el T eorema 4.3 en [Mid97]. Por tanto, simplemente esb ozamos la

demostraci´ on dada p or Middeldorp teniendo en cuenta las p eculiaridades que surgen

al considerar las restricciones sensibles al contexto.

Dado un t́ ermino , se distinguen dos casos: que sea un redex y que no lo sea.

Dado que el SR

T es ortogonal, la reducci´ on de un redex a la o currencia ra ´ ız siempre

es necesaria para estabilizar el t́ ermino. Puesto que siempre se verifica ( ), se

tiene que ( ) es una o currencia de un redex reemplazante cuya reducci´ on es

necesaria para estabilizar .

Si el t́ ermino no es un redex, cualquier secuencia de reducci´ on que lleve a una

forma estable puede descomp onerse como sigue: ( ) . De acuerdo

con el Lema 2.3.6, el patr´ on para la reducci´ on ( ) no dep ende de la secuencia de

reducci´ on concreta ( ) que se haya seguido inicialmente. Ahora consideremos

el conjunto de o currencias de subt́ erminos propios no estables de . Los candidatos

a redexes necesarios para estabilizar son los redexes necesarios para estabilizar los

subt́ erminos con ( ( )). En primer lugar, demostramos que

es -reemplazante, es decir, ( ). Esto es consecuencia del Lema 7.2.2.

Por la hip´ otesis de inducci´ on, contiene un redex -reemplazante necesario para

estabilizar . Por el Lema 7.2.1, tambi ´ en es necesario para estabilizar . Dado que

es -reemplazante en y que ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.1, es un redex

-reemplazante necesario para estabilizar .

El T eorema 7.2.3 demuestra que el conjunto de redexes reemplazantes de un t́ ermino

no estable siempre contiene redexes necesarios para su estabilizaci´ on. De esta manera,

al buscar redexes necesarios para estabilizar un t́ ermino, obtenemos una cierta venta ja

al p o der centrar nuestra atenci´ on en un menor n ´ umero de p osibilidades. No obstan-

te, al limitar nuestra atenci´ on al conjunto de redexes reemplazantes de un t́ ermino

no estable, p or un lado dejamos de considerar redexes necesarios para estabilizar el

t́ ermino y

, p or otro lado, to dav ´ ıa incluimos algunos redexes innecesarios para ello.

=

□

□

Σ

Σ

Σ

Σ

R R

R

R

R

R

R

R R

R com μ

com

μ

μ

u

u μ

u

u

μ

u

μ μ

u μ

com

T eorema 7.2.5

T eorema 7.2.6

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

→ → →

→ → →

→ → →

{ }

∉

{ }

R ∈ ⊑

∈ ∩ |

| ∈ |

|

∈ ∩

|

∈ | ⊆

R ∈ ⊑

´

g(a,b,c) g(a,a,c) g(a,a,d) a

g(a,b,c

    ) g(a,b,d) g(a,a,d) a

g(a,b,c

    ) g(a,b,d) b a

b g(a,b,c)

g

b g(a,b,c)

c μ ,

μ μ μ O

ϵ, t

μ

μ t

μ t

, R μ M μ μ

t minimal O t

t

t

u minimal P O l minimal O t

t v minimal O t

t u.v

t u minimal P O l

u.minimal O t t

u O t u.minimal O t minimal O t

, R μ M μ μ

μ μ

μ

3.

4.

5.

Como pue de observarse, la r e duc ci´ on del r e dex a la o curr encia en

es ne c esaria p ar a estabilizar el t́ ermino. Si imp onemos (observemos

que ), el r e dex no es -r e emplazante puesto que

. Por tanto, existen r e dexes que, siendo ne c esarios p ar a estabilizar , no son

-r e emplazantes.

Por otr a p arte, tal c omo muestr a la se gunda derivaci´ on, no es ne c esario r e ducir

el r e dex -r e emplazante de p ar a estabilizarlo. Por tanto, enc ontr amos r e dexes

-r e emplazantes que no son ne c esarios p ar a estabilizar .

los r e dexes externos de un t́ ermino no estable

c onstituyen un c onjunto ne c esario de r e dexes p ar a su estabilizaci´ on

Se a un SR

T orto gonal y se a tal que .

Si es un t́ ermino no estable, entonc es es un c onjunto ne c esario de

r e dexes p ar a estabilizar .

Se a un SR T c onfluente y tal que .

T o da -estr ate gia indep endiente del c ontexto y estabilizante es -normalizante.

126

2

( ) = 1 3

= 2 ( ) =

3

El Ejemplo 7.2.4 muestra que, para aislar de forma efectiv a alg ´ un redex necesario

para estabilizar un t́ ermino, es preciso establecer una regla de selecci´ on adicional que

limite el conjunto de redexes considerados m´ as all´ a de las restricciones establecidas

p or una funci´ on de reemplazamiento.

Nuestro primer resultado en este sentido ofrece un refinamiento de otro resultado

de Middeldorp: el que establece que

. De nuevo es

p osible demostrar que p o demos limitar nuestra atenci´ on a los redexes reemplazantes.

= (Σ )

( ( ))

. Asumiendo la notaci´ on intro ducida en la demostraci´ on del T eo-

rema 7.2.3, pro cedemos p or inducci´ on estructural. Si es un redex, es inmediato.

Si no lo es, tal como se razon´ o en la demostraci´ on del T eorema 7.2.3, para cada

( ( )), ( ( )) es un conjunto necesario de redexes

para estabilizar . Sea ( ( )) una o currencia de un redex nece-

sario para estabilizar . Por el Lema 7.2.1, tambi ´ en es una o currencia de un

redex necesario para estabilizar . Por tanto, para to do ( ( )),

( ( )) es un conjunto necesario de redexes para estabilizar . Puesto

que ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.1, ( ( )) ( ( )), lo

cual concluye la demostraci´ on.

= (Σ )

. La demostraci´ on es an´ aloga a la del T eorema 6.4 de [Mid97] sin

m´ as que tener presente la funci´ on de reemplazamiento .

2

2

7.3.

´

INDICES Y EST

ABILIZACI

´

ON

normalizantes

´ ındic e se cuencial

7.3

´

Indices fuertemen te secuenciales como apro xi-

maciones a los redexes necesarios para estabili-

zaci´ on

Aunque en [O’D77] ya se estudi´ o el problema de la definici´ on de estrategias normalizan tes y se

propuso una soluci´ on, ´ esta es menos general que en [HL79, HL91].

127

En general, no es p osible decidir si la reducci´ on de un redex determinado es necesaria

para estabilizar el t́ ermino donde se encuentra dicho redex [Ken94, Mid97]. T amp o co

es p osible decidir si la reducci´ on de un redex es necesaria para obtener la forma normal

del t́ ermino que lo contiene [HL91, KM91].

Encontrar condiciones para resolver estos problemas de decidibilidad es imp or-

tante si pretendemos definir estrategias secuenciales de estabilizaci´ on o normalizaci´ on

basadas en la propiedad (para la estabilizaci´ on -T eorema 2.5.7- o para la normaliza-

ci´ on -T eorema 2.5.2-) que establece la imp osibilidad de definir secuenc ias de reducci´ on

necesarias infinitas. Si somos capaces de encontrar [DM97]:

1. un ḿ eto do de c´ alculo efectivo que p ermita sab er qú e (o currencias de) redexes

necesitamos reducir para obtener la forma normal (estable) del t́ ermino, y

2. una clase de SR

Ts donde, siempre que un t́ ermino no se encuentre en forma

normal (estable), p o damos aplicar el ḿ eto do anterior con la seguridad de que

v amos a encontrar al menos un redex necesario para normalizarlo (estabilizarlo),

entonces p o dremos esp ecificar estrategias de normalizaci´ on (estabilizaci´ on) para la

clase de SR

Ts en cuesti´ on. El primer requerimiento exige disp oner de un ḿ eto do

para discernir si es necesario o no reducir un redex determinado dentro de un t́ ermino

que no est´ a en la forma deseada. Si cumplim os con el segundo requisito seremos

capaces de aplicar con ´ exito el suso dicho ḿ eto do siempre que se precise hacerlo.

En el caso de las estrategias secuenciales , dicho estudio fue inicia-

do tambí en p or Huet y Ĺ evy [HL79, HL91] al menos en la formulaci´ on del problema

apuntada aqu ´ ı . Huet y Ĺ evy buscaban definir estrategias secuenciales capaces de

establecer el paso de reducci´ on a realizar sin examinar las p osibles deriv aciones que

pueden arrancar del t́ ermino en cuesti´ on para tomar esa decisi´ on (sin anticipar reduc-

ciones). A p esar de que la ortogonalidad garantiza la presencia de un redex necesario

en cada t́ ermino reducible (T eorema 2.5.1), no asegura que ´ este sea computable. Co-

mo resultado de su an´ alisis, Huet y Ĺ evy definieron la no ci´ on de que

se ap oya en el concepto de ´ ındice de un predicado secuencial intro ducida p or Kahn y

Plotkin [KP78, KP93] y que constitu ´ ıa una primera aproximaci´ on para lo calizar los

redexes necesarios. Los SR

Ts (ortogonales) secuenciales son aqú ellos que aseguran que

to do t́ ermino que no est´ a en forma normal contiene un redex situado en la p osici´ on

□

Ω

R

′

Lema 7.3.1

u

v v u u v

u v u

u

Demostraci ´ on

R ∈ T ∈

̸∈ I ≰

≤

| ∈ R | • • |

• | ↑ • •

∉ I

, R t , V u, v

O t u v u t v u

v u u v v < u

t σ l l L t t σ l

t l ω t

u t

´

´ ındic e fuertemente se cuencial

fuertemente se cuen-

ciales

estabilizar

Se a un SR

TE cuasi orto gonal y . Se an

tales que . Si , entonc es .

128

marcada p or un ´ ındice secuenc ial. Por desgracia, los ´ ındices secuenc iales no son com-

putables y tamp o co es decidible si un SR

T es secuencial [HL91]. Por ese motivo, los

autores intro dujeron la no ci´ on de y demostraron que to-

do redex situado sobre una o currencia de un ´ ındice fuertemente secuencial es necesario

para normalizar el t́ ermino donde se encuentra. Prop orcionaron un ḿ eto do efectivo

para lo calizarlos y definieron la clase de sistemas de reescr itura

como aqú ella que asegura la existencia, en to do t́ ermino que no se encuentra en

forma normal, de un redex situado en una p osici´ on ´ ındice. T ambi ´ en prop orcionaron

un criterio para elucidar si un SR

T satisface dicha condici´ on, es decir, la propiedad

de secuencialidad fuerte es decidible [HL91]. Este criterio fue simplificado p or Klop

y Middeldorp [KM91].

La no ci´ on de redex necesario tal como la definieron Huet y Ĺ evy pierde sentido

cuando los SR

Ts involucrados no son ortogonales. Esto se deb e a que, en ese caso,

no es p osible asegurar que to do t́ ermino que no est´ a en forma normal tenga un redex

necesario. No obstante, tanto la no ci´ on de ´ ındice (cuya definici´ on es indep endiente

del car´ acter ortogonal de los SR

Ts) como la de SR

T fuertemente secuencial han sido

empleadas p or T oyama para definir estrategias normalizantes para sistemas lineales

p or la izquierda con p osibles solapamientos [T oy92

]. Jouannaud y Sadfi demostra-

ron que es decidible si un SR

T lineal p or la izquierda es fuertemente secuencial [JS94].

Hasta el momento no hab ´ ıa sido analizada en profundidad la p osibilidad de emplear

´ ındices para aproximar o currencias de redexes necesarios para t́ erminos ni

el pap el que desemp e ~ nan los sistemas fuertemente secuenc iales como clase de SR Ts

que p ermiten la definici´ on de estrategias de estabilizaci´ on de t́ erminos. A continuaci´ on

caracterizamos y demostramos dicha relaci´ on.

Los SR

TEs cuasi ortogonales p oseen la siguiente propiedad: to do redex situado

sobre una o currencia ´ ındice es externo.

= (Σ ) (Σ )

( ) = ( [Ω] )

. Sup ongamos que . Puesto que = , tenemos que .

Puesto que = ( ) para alguna ( ), p or el Lema 2.3.4, [ ] = [ ] = ( )

Por tanto, [ ] . Luego no puede encontrarse en ( [ ] ) y

, p or tanto,

( [Ω] ), contradiciendo la hip´ otesis inicial.

Dicha propiedad ya no se cumple cuando consideramos sistemas d́ ebilmente ortogo-

nales.

1

R

R

R

R

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ′

Demostraci ´ on ϵ

v

u

u u

ϵ

>ϵ

u

u

>ϵ

u

>ϵ

Ejemplo 7.3.2

T eorema 7.3.3

´ ´

R

→

→

{ } • • •

• •

R

→ → ∈

∈ \ |

\ \ { } ‖

R ∈ T

∈ ∈ I |

R

|

→ − → →

→ ∈ |

| •

− → • − →

                                                                   pred(succ(x)) x

                                                                   succ(pred(x)) x

pred(succ(pred(x)))

pred( ) pred( ) t O t

ϵ, ϵ t ω t ω t

ω

, R

A t s l r R

u O t u A t A

O s u A v u u A u u v u < v

, R t , V

u O t u t t

t

u ϵ

t t t

t

ϵ t

t

u > ϵ t

s t

t

t s t σ l s

l r R t

t

t

n t σ l t σ l

T d́ ebilmente orto gonal [AM96, T oy92]:

El t́ ermino c ontiene dos o curr encias de r e dexes:

. T anto c omo son ´ ındic es de , puesto que y

. Por tanto, existe un r e dex no externo situado sobr e una

o curr encia que c orr esp onde a un ´ ındic e.

externo

r esiduos

Se a un SR

T cuasi orto gonal. Se a un t́ ermi-

no no estable y . Si , entonc es es un r e dex ne c esario p ar a

estabilizar .

129

= ( ) =

1 1 ( [ ] ) = ( [ ] ) =

( ) =

Estas propiedades son imp ortantes para demostrar nuestro resultado principal: que

los redexes de t́ erminos no estables que est´ an situados sobre o currencias de ´ ındices son

necesarios para su estabilizaci´ on. Primero empleamos las propiedades anteriores para

particularizar la no ci´ on de residuo de una o currencia de redex resp ec to a un

paso de reescritura elemental. Dado un SR

T cuasi ortogonal = (Σ ), un paso de

reducci´ on : (para alguna regla ) y una o currencia de redex externa

( ), el conjunto de del redex resp ecto a es un sub conjunto

de ( ) definido como sigue: = Ø si = y = si o bien .

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado anunciado. Puesto que la

teor ´ ıa de c´ omputos necesarios para la estabilizaci´ on, tal como ha sido formulada p or

Middeldorp [Mid97] se refiere a SR

Ts, formulamos nuestro resultado asumiendo esta

limitaci´ on.

= (Σ ) (Σ )

( ) ( [Ω] )

. Si = , es inmediato p orque la cuasi ortogonalidad de asegura

que las reducciones realizadas sobre o currencias situadas estrictamente p or deba jo

de la ra ´ ız del redex no pueden estabilizar el t́ ermino : esa clase de reductos de

son to dav ´ ıa redexes. Por tanto, si deseamos estabilizar , deb eremos efectuar alg ´ un

paso de reducci´ on que contraiga el redex a la o currencia . Por tanto, el redex es

necesario para estabilizar .

De acuerdo con esto, p o demos asumir que . Dado que no es estable,

p o demos sup oner que tiene un reducto estable (de no ser as ´ ı, no tiene ning ´ un

reducto estable y

, p or definici´ on, to do redex en es necesario para estabilizarlo). En

ese caso, p o demos escribir la deriv aci´ on como ( ) , para alguna

regla de reescritura . Ahora razonamos p or contradicci´ on. Si no

es necesario para estabilizar , p o demos asumir que no v a a ser contra ´ ıdo (ni ´ el ni

ninguno de sus residuos) en la deriv aci´ on anterior. Se puede formalizar este hecho

reemplazando el redex p or la constante . Demostramos, p or inducci´ on sobre la

longitud de la deriv aci´ on ( ), que existe una deriv aci´ on [ ] ( ) para

□

Ω

Ejemplo 7.3.4

Ejemplo 7.3.5 v

v

u

u u

u v u u v u v

v u u v u

u

>ϵ

v

>ϵ

u

u

v u v

u u u

u

>ϵ

u

u

´

′

′′ ′ ′ ′ ′′ ′

′ ′

′′ ′ ′′ ′ ′

′′ ′ ′′ ′ ′

∗ ′

′ ∗

R

R

′ ′

′ ∗ ′

′ ′′ ′ ′ ′

∗ ′

′ ′

→

→ ∈

• ∈ ∪ {•}

|

‖

• • • • →

• • •

• − →

→ − →

|

‖ ∈

∈

• → ‖

• → • • •

• − →

• ≤

R

• •

R

→

→

→ →

→ →

• → g(f(a))

f(a) g( ) g( )

f(a) g(f(a))

g(a,x) x

b a

g(a,b)

g(a,b) g(a,a) a

g(a,b) b a

b g(a,b)

g(a, ) σ t

u > ϵ n

t σ l v > ϵ

σ l l r R t σ r σ l

σ l σ l σ , V

u t v < u t

u v u < v

t t σ l t σ l t σ l

t σ r t t σ r σ l t σ l

t σ l

n > t t σ l u

v < u t

u v u < v u O t

u O t t

t σ l u v

t t σ r t t u < v t t

t σ l

σ ω t ω σ l u

t

ω

t

t

Subst

Se a el SR

T del Ejemplo 7.1.3 y el t́ ermino estable . El

r e dex est´ a situado sobr e un ´ ındic e puesto que . No obstante,

no es ne c esario p ar a estabilizar pues dicho t́ ermino ya es estable.

no

Se a el SR T

y el c onjunto de to das las derivaciones estabilizantes de :

1. , y

2.

Por tanto, el r e dex a la o curr encia de es ne c esario p ar a estabilizar . Sin

emb ar go, no es un ´ ındic e:

130

alguna sustituci´ on . Adví ertase que no es un redex p orque, de ser as ´ ı, p or el

Lema 7.3.1, la o currencia no ser ´ ıa un ´ ındice. Por tanto, el caso base es = 1.

Consideremos el paso de reducci´ on ( ), donde es la o currencia de un

redex ( ) de alguna regla . Entonces tenemos que [ ( )] = ( ).

Por el Lema 2.3.4, ( )[ ] = ( ) para alguna (Σ ). Puesto

que es un ´ ındice de [Ω] , no es p osible que , pues es un redex externo.

Por tanto, s´ olo deb emos considerar dos casos: y . En el primer caso,

tenemos [ ] = [ ( )] [ ] = [ ] [ ( )] luego [ ] ( ). En el segundo caso

tendr ´ ıamos [ ( )] [ ] = [ ] y

, ya que [ ( )] = ( ), [ ] = ( ) tenemos

[ ] ( ), lo que nos llev a a la conclusi´ on deseada.

Si 1, escribimos ( ). Puesto que es un ´ ındice, no es p osible

que , p orque es un redex externo. Por tanto, s´ olo deb emos considerar dos

casos: y . En amb os casos, el residuo de la o currencia redex ( )

es la propia o currencia, que sigue siendo una o currencia redex ( ) de . De

acuerdo con esto, p or la hip´ otesis de inducci´ on, [ ] ( ). Si , entonces

= [ ( )] y [ ] [ ] . Si , entonces [ ] = [ ] . En amb os casos,

concluimos el resultado deseado.

Entonces, p o demos obtener una secuencia de reducci´ on [ ] ( ) para alguna

sustitution . Por la Prop osici´ on 2.5.9, ( [ ] ) ( ( )) = Ω. Por tanto, no es

un ´ ındice de [Ω] . Ello sup one una contradicci´ on.

Deb emos circunscribir el enunciado del T eorema 7.3.3 a t́ erminos no estables.

( ) =

Los ´ ındices cubren to das las o currencias de redexes necesarios para estabilizar

t́ erminos no estables, como muestra el siguiente ejemplo.

=

2

2

Ω

1

□ ϵ

u

R

→

→

|

|

R

→

→

R

|

Demostraci ´ on t

t

ϵ t

t t

t

s t

t

t u s

s

´ ´

Observ aci´ on 7.3.6

Ejemplo 7.3.7

Ejemplo 7.3.8

T eorema 7.3.9 pred(succ(pred(x)))

pred(succ(pred(x))) pred(x)

pred(succ(pred(x))

           ) pred(x)

T or x T

x or T T

(T or T) or (T or T)

T or T

or

El Ejemplo 7.3.5 tambí en muestr a que los r e dexes ne c esarios

p ar a estabilizaci´ on no siempr e son externos (incluso p ar a SR

Ts orto gonales).

Se a el SR

T del Ejemplo 7.3.2. T enemos las siguientes derivaciones

de estabilizaci´ on p ar a el t́ ermino :

y

L a primer a de el las r evela que no es estable. T al c omo se muestr a en el Ejemplo

7.3.2, tanto la o curr encia c omo la o curr encia son ´ ındic es. Sin emb ar go, ni ni

son ne c esarios p ar a estabilizar .

Se a el SR

T cuasi orto gonal [Mid97]:

El t́ ermino no es estable. Sin emb ar go, ni la o curr encia

ni la o curr encia del r e dex son ne c esarias p ar a estabilizar el t́ ermino.

Se a un SR

T cuasi orto gonal y fuertemente se cuencial. T o do

t́ ermino no estable c ontiene un r e dex ne c esario p ar a su estabilizaci´ on.

131

Finalmente, no es p osible extender el T eorema 7.3.3 para aplicarlo a SR

Ts d́ ebilmente

ortogonales, tal como evidencia el siguiente ejemplo.

=

1

Middeldorp ha demostrado que to do t́ ermino no estable contiene un redex necesario

para su estabilizaci´ on. Su resultado es v´ alido para SR

Ts ortogonales. Middeldorp jus-

tific´ o que dicho resultado no es aplicable SR

Ts cuasi ortogonales mediante el siguiente

ejemplo:

=

1 2

Advví ertase que el SR

T del Ejemplo 7.3.8 no es fuertemente secuencial, como demues-

tra la forma Ω-normal Ω Ω, que no tiene ning ´ un ´ ındice.

Empleando el T eorema 7.3.3, p o demos refinar un p o co m´ as los resultados de Mid-

deldorp (en particular el T eorema 2.5.4).

. Sea un t́ ermino no estable y la forma Ω-normal obtenida al

reemplazar cada o currencia de un redex en p or s ´ ımb olos Ω. Debido a la secuencia-

lidad fuerte, tiene un ´ ındice y

, p or el T eorema 7.3.3, ´ este apunta a un redex

necesario para estabilizar .

□

1 2

+1 j u

j j u p

p

Demostraci ´ on ω

t

ω

t

t t t i

j i t t u t p t

p t

t

→

→

→

• •

→ →

•

R

→ → · · · ≥

≥ → ∈ I ≥

Ejemplo 7.3.10

T eorema 7.3.11

T eorema 7.3.12

´

T or x T

T or T T

F or T T

or or or

T or T (T or T) or (T or T)

(T or T) or (T or T) T or (T or T) T

or

132

1 Ω Ω ( Ω) = Ω

1

2

2 (Ω ) = Ω

Una consecuenc ia inmediata del T eorema 7.3.3 es la siguiente:

= 1

( [Ω] ) 1

. Si no existe ning ´ un tal que es estable, p or el T eorema 7.3.3, la

secuencia de reducci´ on contiene un n ´ umero infinito de pasos de reducci´ on necesarios

para estabilizar ; p or tanto, contiene un n ´ umero infinito de pasos de contracci´ on

de conjuntos de redexes necesarios para estabilizaci´ on, lo cual contradice el T eorema

2.5.7.

En t́ erminos de estrategias de reducci´ on de ´ ındices, obtenemos el siguiente corolario.

El T eorema 7.3.12 justifica la selecci´ on de redexes en la primera deriv aci´ on del Ejemplo

7.1.3. Escogimos reducir un redex situado sobre un ´ ındice que, debido a que es

necesario para estabilizar el t́ ermino inicial, realmente contribuye a ´ esta. Por ´ ultimo,

nos planteamos la siguiente pregunta:

no

estable

Esta parece una condici´ on menos exigente que la de que to do t́ ermino que

contenga un redex situado sobre un ´ ındice e invita a confiar en la

existencia de dicha clase de SR Ts.

(Continuaci´ on del Ejemplo 7.3.8) El SR

T cuasi orto gonal

es fuertemente se cuencial (ya que es normal p or la izquier da, y los SR

T cuasi or-

to gonales y normales p or la izquier da son fuertemente se cuenciales, de acuer do c on

[T oy92]). L a o curr encia es un ´ ındic e de : . Por tanto,

la o curr encia del r e dex en el t́ ermino es ne c esaria

p ar a estabilizar el t́ ermino. A dví ertase que la o curr encia del mismo r e dex no es

ne c esaria p ar a estabilizar el t́ ermino del Ejemplo 7.3.8, p or que la derivaci´ on

estabiliza el t́ ermino inicial sin r e ducir dicha o curr encia del r e dex. Per o observemos

que la o curr encia no es un ´ ındic e puesto que .

Se a un SR

T cuasi orto gonal y un t́ ermino estabilizable. Se a

una se cuencia de r e duc ci´ on infinita tal que, p ar a to do , existe

un tal que y . Existe un tal que es estable.

T o da estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es es estabilizante p ar a SR Ts

cuasi orto gonales y fuertemente se cuenciales.

¿Es p osible enc ontr ar una clase de SR

Ts m´ as amplia que la de los SR Ts

fuertemente se cuenciales donde se a p osible ase gur ar que to do t́ ermino

c ontiene un r e dex situado sobr e una o curr encia ´ ındic e?

no se a

una forma normal n 1

□

1

1 1

Σ 1 Ω 2 Ω Ω Ω

+1

Demostraci ´ on

n

n n i

u i

i

μ

μ μ μ μ

u

n u

n i j

μ

i μ

j

R

R

R

|

∈ I ∈ I

I

I I ∩ I I ∩

R ∈ → → · · · → →

≤ ≤ ≤ ⊆

⊆

T eorema 7.3.13

Notaci´ on 7.4.1

Lema 7.4.2

7.4. -ESTRA

TEGIAS Y REDUCCI

´

ON DE ´ ıNDICES μ

t

t C t , . . . , t t C

t , . . . , t t , . . . , t t

t t

v t u.v t

t

μ

μ

t t

t t O t t t O t

, R μ M t t t

t i, j i n j i O t O t

O t O t

7.4 Condiciones de definici´ on de estrategias sensi-

bles al con texto basadas en reducci´ on de ´ ındices

Si es un SR

T tal que to da forma -normal fr´ agil c ontiene un

´ ındic e, entonc es es fuertemente se cuencial.

rsc

r e emplazantes

r e duc ci´ on de ´ ındic es r e emplazantes

r e emplazante

Dado que nos inter esa distinguir entr e ´ ındic es r e emplazantes y no

r e emplazantes de un t́ ermino , denotar emos los primer os escribiendo , es de cir,

. Escribir emos p ar a r eferirnos a los no

r e emplazantes.

Se a un SR

TE y . Se a

una -derivaci´ on. Par a to do , , , se tiene que y

.

133

Si aceptamos los t́ erminos fr´ agiles como aproximaciones suficientes de las formas

no estables, la pregunta anterior no tiene una respuesta afirmativ a. Esta afirmaci´ on

es consecuencia del siguiente resultado.

Ω

. Por contradicci´ on. Sup ongamos que no es fuertemente se-

cuencial. Entonces existe una forma Ω-normal sin o currencias de ´ ındices. Sea

= [ ] la descomp osici´ on ´ unica de en un contexto r ´ ıgido [ ] y t́ erminos

fr´ agiles (Prop osici´ on 2.5.12). De entre deb e existir uno, , que

sea una forma Ω-normal (fr´ agil). Sup ongamos que = . Por hip´ otesis, existe un

´ ındice ( ). Pero, p or la Prop osici´ on 2.5.18, se tiene que ( ), lo cual

contradice la sup osici´ on inicial de inexistencia de ´ ındices en .

El T eorema 7.3.12 junto con el T eorema 4.3.8 sugieren la p osibilidad de utilizar se-

cuencias de reducci´ on de ´ ındices para -normalizar t́ erminos, de forma an´ aloga a

como sucede en la reescritura est´ andar. Sin embargo, si empleamos la , los ´ ındices

considerados deb er´ an ser . Los SR

Ts fuertemente secuenciales nos ase-

guran que p o demos definir secuencias de reducci´ on de ´ ındices aptas para normalizar

t́ erminos p orque cualquier t́ ermino que no est´ a en forma normal contiene un redex

situado sobre una o currencia ´ ındice. Sin embargo, nada garantiza, a priori, que una

vez impuestas las restricciones de reemplazamiento se verificar´ a to dav ´ ıa la propiedad

que nos p ermitir´ a definir estrategias de : que to-

do t́ ermino que no se encuentra en forma -normal tenga un redex situado sobre un

´ ındice . Afortunadamente, tal como probamos a continuaci´ on, p o demos

establecer condiciones para demostrar esta propiedad.

( )

( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( )

Antes de establecer el resultado mencionado anteriormente, necesitamos demostrar

algunos lemas auxiliares.

= (Σ )

Ω 1 ( ) ( )

( ) ( )

−

□

1 1

1

1

1 1 +1

R

′ ′ ′

−

′ ′

′ ∗

Lema 7.4.3

n

n

i

i

i i i n

i

i i

i

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

1 2 Ω

2 1 1 1 2 1

Σ

1 Ω 2 Ω Ω Ω

1 Ω 2 Ω Ω Ω

Ω

Ω +1

1

1

1 Ω

1

Ω

2

Ω Ω

1

Ω +1 Ω Ω Ω

1

1 Ω

1

Ω

1 u u

μ μ μ

com

u

n u

i μ

i

u

n u

ϵ

μ

i u

i i μ

i

n i j i

j

i j i

i j μ

j i j

i j

u

u u

i u

i u

n u

j j u

i i i m i

u i u

n i

j μ

j j i

i u i μ

i

i

Se a un SR

TE y tal que . Si

es un t́ ermino fr´ agil, entonc es existe una derivaci´ on

tal que p ar a to do , .

↑ ∈ R

⊆ ≤ ⊆

R ∈ ⊑ ∈ T ∪

{ }

→ → · · · → →

∈ ≤ ≤

→ → · · · → →

→ ∈

→ ∈

∈ { } { |

≤ }

∈

∈ ∈ ≤

‖ ≤

|

→ → → · · · → → → · · · → →

≤ ≤ −

→ −

{ } ∈

| ∈ R | ↑

↑

{ }\

∈

| ↑ ∈ n n

t C s t C s l l L

O t O t O t O t , O t O t

n >

, R μ M μ μ t

, V

t t t t

u O t i i n

t ω t

t t t t

t

n t ϵ O t

n > t t u O t

ϵ u , . . . , u U u u <

u . j < i

u O t j < i U

U u O t u O t j < i

u u j < i

t

t t t t t t t ,

t t j j i t

t n

U u .v , . . . , u .v m > u O t

s t l L t l

s l

u , . . . , u U

u O t j < i u < u

t l u O t

U

134

. Por inducci´ on sobre la longitud de la deriv aci´ on. Si = 1,

entonces = [ ] , = [Ω] y para alg ´ un ( ) . Claramente,

( ) ( ) y

, dado que ( ) es un cono en ( ( ) ), ( ) ( ). Si

1, empleando la hip´ otesis de inducci´ on obtenemos el resultado deseado.

El siguiente resultado establece que, al considerar un t́ ermino fr´ agil, p o demos definir

una secuencia de Ω-reducci´ on para ´ el que s´ olo realiza pasos de Ω-reducci´ on sobre

subt́ erminos compatibles situados sobre o currencias reemplazantes.

= (Σ ) (Σ

Ω )

= Ω

( ) 1

. Siendo fr´ agil, tenemos que ( ) = Ω. La demostraci´ on se realiza

p or inducci´ on en la longitud de una deriv aci´ on cualquiera

= Ω

que Ω-reduce a Ω.

Si = 1, se tiene Ω. Puesto que ( ), la conclusi´ on es inmediata.

Si 1, consideremos el primer paso tal que ( ). Puesto que

, dicho paso deb e tener lugar en alg ´ un momento. Sea =

1 . Este conjunto est´ a bien definido p orque, de acuerdo con el Lema

7.4.2, ( ) para to do . Consideramos dos casos para : que est́ e v ac ´ ıo y

que no lo est́ e.

Si = Ø, puesto que ( ) y ( ) para 1 , p or la Prop osici´ on

3.2.8, para to do 1 . Entonces p o demos realizar un paso de Ω-reducci´ on

directamente sobre . Por tanto, construimos la deriv aci´ on

= Ω

donde = [Ω] para to do , 1 1. Claramente, es fr´ agil. Aplicamos

la hip´ otesis de inducci´ on a la deriv aci´ on Ω que consta de 1 pasos y de

ah ´ ı concluimos el resultado deseado.

Si = y 0, dado que el Lema 7.4.2 asegura que ( ),

consideremos = y el esquema de redex ( ) tal que . Demostramos

que p or contradicci´ on. Las reducciones realizadas sobre o currencias p ertenec ien-

tes al conjunto son disjuntas de las que consideramos (puesto que

asumimos que ( ) para to do , no puede darse el caso ), y no

tienen inteŕ es aqu ´ ı. Dado que y ( ), las reducciones anteriores (re-

alizadas sobre o currencias no reemplazantes contenidas en ) no pueden mo dificar

□

□

1

1

1 −

′

′

R

R

−

−

′

R

′ i

k

i

j

i

n

i

i

i

Demostraci ´ on

Prop osicí on 7.4.4

1

1

Ω +1

Ω +1

Σ

Ω

Ω

1 Ω 2 Ω Ω Ω

1 1

1 Ω 2 Ω Ω 1 Ω

Ω

´

Se a un SR

TE y se a tal que . Si

es un t́ ermino fr´ agil, entonc es .

|

≤ ≤

̸⊑

∈ |

∈

|

→

∈ →

R ∈ ⊑

∈ T ∪ { } I

I

I I ∩

∈ I

→ → · · · → → ∈

≤ ≤ • •

≤ ≤ ∀ ‖

|

‖ ≤ • • •

|

• • → • → · · · → • → •

| ↑ ∈ R

∉ | ∈ ↑

∈ ∈

∈

∈ ⊑ |

≤ |

• ↑ • | ↑ u p

p

k k

k com

k μ

w k

k i

k k

k μ

i k k

i u

j u

j

j i i u

i

com

μ

μ μ

μ

u

n u

i μ

i

v

i

j

i v i

i

j v i v

v

v v u

v i v u

i v

i u i

w

s l i μ

i μ

i

μ

s l

μ com

w

w

w i v u μ

t s C s , . . . , s

l C l , . . . , l C s l

k k p s l

r oot l μ μ

w O l l l

s U

s l

w O s

U s w

t l

t t

u U t t

m >

, R μ M μ μ

t , V t

O t t

t t O t O t

v t ω t

t t t t u O t

i n t

v t u

i i n v j < i u v

u < v t u > v

u

t u v j < i t , . . . , t

t

t t t t t

s t s l l L v u .w

w O l w < w l w O l s l

spr ef ix w spr ef ix w u O t v O t

w O s spr ef ix w spr ef ix w

w O l μ μ l

w w l

s l t l v t

135

el s ´ ımb olo que etiqueta la ra ´ ız de . Por este motivo tenemos = [ ] y

= [ ] para alg ´ un contexto maximal no v ac ´ ıo [ ]. Si y no son com-

patibles, existe un , 1 tal que y no son compatibles. Por tanto

deb emos tener ( ) = Ω. De acuerdo con esto, puesto que , tenemos que

( ) si = . No obstante, ninguna Ω-reducci´ on realizada p or deba jo de la

ra ´ ız del subt́ ermino sobre p osiciones indicadas p or o currencias p ertenec ientes a

puede hacer que sea compatible con , p orque de acuerdo con la Prop osici´ on 3.2.3,

tenemos ( ) y to da Ω-reducci´ on tiene lugar sobre o currencias no reemplazan-

tes (como son las de ) y nuestra elecci´ on de (y p or tanto de ) es arbitraria.

Sin embargo, esto significa que no ser´ a compatible con , lo cual nos llev a a una

contradicci´ on. Luego p o demos eliminar los pasos de Ω-reducci´ on para

p orque son subsumidos p or el paso de reducci´ on y p or tanto re-

sultan in ´ utiles. Entonces obtenemos una deriv aci´ on m´ as corta (dado que asum ´ ıam os

0) y aplicando la hip´ otesis de inducci´ on concluimos la demostraci´ on.

La siguiente prop osici´ on establece que, al considerar un t́ ermino fr´ agil, el conjunto de

´ ındices no reemplazantes de dicho t́ ermino est´ a v ac ´ ıo.

= (Σ )

(Σ Ω ) ( ) = Ø

. Si ( ) = Ø, es inmediato p orque ( ) = Ø y en ese caso

( ) = ( ) ( ) = Ø. Sup ongamos que ( ) = Ø y que existe un ´ ındice

no reemplazante ( ). Puesto que ( ) = Ω, p or el Lema 7.4.3, existe una

deriv aci´ on = Ω, tal que ( ) para to do

1 . Demostramos que dicha deriv aci´ on tambí en puede eliminar de [ ]

contradiciendo de esta manera la asunci´ on de que es un ´ ındice de . Sea , para

alg ´ un , 1 la primera o currencia comparable con , es decir, , y

(dado que = Ω, no es p osible que se d́ e el caso ). Dicha o currencia

deb e existir puesto que, en otro caso, la deriv aci´ on anterior no p o dr ´ ıa convertir

en Ω. Puesto que para 1 , la presencia de en [ ] [ ]

no interfiere en los pasos de Ω-reducci´ on corresp ondientes . Puesto que = Ω,

tenemos que [ ] = [ ] [ ] [ ] [ ] . Sab emos

que = verifica para alg ´ un ( ). Consideremos que = . Si

( ), existe un tal que = Ω. Si ( ), puesto que se tiene

( ) = ( ). Puesto que ( ) y ( ), p or la Prop osici´ on

3.2.1 tenemos que ( ). Por tanto, puesto que ( ) = ( ), p or

la Prop osici´ on 3.2.3 tenemos ( ). Puesto que , tenemos = Ω.

De acuerdo con esto, siempre tenemos una tal que = Ω. Luego

[ ] , es decir, [ ] , y p or tanto no es un ´ ındice de .

::

□

□

R

R

R

R

Σ

Σ

Ω

1 1 μ

μ

com

μ

μ

com

com

com

μ

μ

n n

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∉

I

R ∈ ⊑

∈ T ∪ { } I I

I

R

∈ ⊑ ∈ T ∪ { }

̸I

R I

´

Ejemplo 7.4.5

T eorema 7.4.6

Observ aci´ on 7.4.7

T eorema 7.4.8 μ t

t , O t

t

, R μ M μ μ

t , V t t

t t

t t

t

μ

μ

μ

μ

, R

μ M μ μ t , V

O t t

C

t C t , . . . , t t , . . . , t

t

C t

136

Por desgracia, este resultado no puede extenderse a t́ erminos que no sean fr´ agiles (es

decir, a t́ erminos fuertemente estables).

= Ω Ω

1 2 1 2 ( )

( ) = Ø

La Prop osici´ on 7.4.4 tiene una consecuencia inmediata.

= (Σ )

(Σ Ω ) ( ) = ( )

. Si existe un ´ ındice no reemplazante en , entonces ( ) = Ø, lo

cual contradice la Prop osici´ on 7.4.4.

s´ olo

reemplazantes

El siguiente resultado establece que las restricciones de reemplazamiento siempre p er-

miten capturar alg ´ un ´ ındice de un t́ ermino que no es una forma -normal. En otras

palabras, los SR

TEs fuertemente secuenciales tienen la propiedad de que

.

= (Σ )

(Σ Ω ) Ω

( ) = Ø ( ) = Ø

. Ap oy´ andonos en la Prop osici´ on 2.5.12, realizamos la demos-

traci´ on p or inducci´ on sobre la estructura del ( ´ unico) contexto r ´ ıgido [ ] tal que

= [ ] y que son t́ erminos fr´ agiles. Adví ertase que, debido a la

secuencialidad fuerte de , ( ) = Ø.

(1) El caso base es [ ] = . Entonces es fr´ agil y

, p or la Prop osici´ on 7.4.4, to dos

sus ´ ındices son reemplazantes. Por tanto, llegamos a la conclusi´ on deseada.

Consider emos el SR

T del Ejemplo 1.1.2 y la funci´ on de r e emplaza-

miento definida al l ´ ı. El t́ ermino es fuertemente estable. Sin emb ar go,

tanto la o curr encia c omo la o curr encia son ´ ındic es de , p er o . De

esta maner a tenemos .

Se a un SR

TE y se a tal que . Si

es fr´ agil, entonc es .

Es inter esante observar la siguiente c onse cuencia simple de los

r esultados pr esentados: la Pr op osici´ on 2.5.10, nos p ermite afirmar que si un t́ ermino

no es estable, tamp o c o es fuertemente estable. Por tanto, es fr´ agil y el T e or ema

7.4.6 implic a que en derivaciones de estabilizaci´ on (fuerte) que p artan de , se

r e duc en (en su c aso) r e dexes situados sobr e ´ ındic es -r e emplazantes (incluso sin

c onsider ar de forma expl ´ ıcita las r estric ciones de r e emplazamiento), p or que, de he cho,

no existen ´ ındic es o cup ando p osiciones que no son -r e emplazantes.

Esto muestr a que las r estric ciones sensibles al c ontexto pue den emple arse p ar a

ac otar de forma m´ as pr e cisa los r e dexes que deb en ser c ontr a ´ ıdos p ar a estabilizar un

t́ ermino: s´ olo ne c esitamos c ompr ob ar si los r e dexes est´ an situados sobr e

´ ındic es.

to do t́ ermino

que no es una forma -normal tiene un ´ ındic e r e emplazante

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y fuertemente se-

cuencial. Se a tal que . Si es una forma -normal

tal que , entonc es .

μ

□

□

R

R

R

R

R

R

Ω

Ω

Ω

Ω

Σ

Ω

( )

Demostraci ´ on first( , ) first μ

i u μ

μ

i μ

i

μ

com

com

μ

μ

com

μ

μ

com

μ

μ

s t u

μ

com

7.5 -estrategias de reducci´ on de ´ ındices

7.5. -ESTRA

TEGIAS DE REDUCCI

´

ON DE ´ ıNDICES

≤ ≤ | ∈

̸∈ I

∈ I ∈

⊑

R

{ }

{ } ∉ I I

∈ ∉ I I { }

R

∈ ⊑

̸∈ I

|

R

R

⊑

Ejemplo 7.4.9

T eorema 7.4.10

Observ aci´ on 7.5.1 μ

C

t O t C

i i n t t u O t

O t v t

u.v t u.v O t

μ μ

μ μ t μ

O t t t

μ μ

O t t t

, R

μ M μ μ

μ

s s

μ

s

t O t u t

t

s u u s

s

μ

μ

μ

μ

μ μ

μ μ

Consider emos el SR

T del Ejemplo 1.1.2, la funci´ on de r e empla-

zamiento c an´ onic a y el -t́ ermino . Si

entonc es , p er o , p or tanto .

Este ejemplo tambí en muestr a que, en gener al, las r estric ciones de r e emplazamien-

to no c ar acterizan c ompletamente a los ´ ındic es: si tomamos , obtenemos que

, p er o (aunque ahor a ).

Se a un SR

T cuasi orto gonal y fuertemente se cuen-

cial. Se a tal que . T o do t́ ermino no estable c ontiene un r e dex

-r e emplazante ne c esario p ar a su estabilizaci´ on.

spr efix spr efix

r e duc ci´ on de ´ ındic es

De acuer do c on los r esultados pr esentados hasta aqu ´ ı, s´ olo p o de-

mos ase gur ar que una -estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a est´ a bien definida

si . En este c aso, el T e or ema 7.4.8 gar antiza que to do t́ ermino que no es

una forma -normal c ontiene un r e dex -r e emplazante situado sobr e un ´ ındic e.

137

(2) En el paso de inducci´ on, sup ondremos que [ ] no es el contexto v ac ´ ıo. Por

tanto, no es fr´ agil. Puesto que ( ) = Ø y [ ] no contiene o currencias de Ω, deb e

existir alg ´ un , 1 tal que = es una forma Ω-normal que cumple ( ),

y ( ) = Ø. Por la hip´ otesis de inducci´ on, existe un ´ ındice reemplazante ( ).

Por la Prop osici´ on 2.5.18, ( ). Por la Prop osici´ on 3.2.1, ( ). Con esto

concluimos la demostraci´ on.

Necesitamos imp oner la condici´ on para asegurar el resultado anterior.

= Ω = Ω Ω ( ) = 2

( ) = 2 2 ( ) ( ) = Ø

=

2 ( ) 2 ( ) ( ) = 1

El T eorema 7.4.8 p ermite refinar el T eorema 7.3.9, que tambí en complementa el T eo-

rema 7.2.3.

= (Σ )

. Sea un t́ ermino no estable. Por el T eorema 4.3.8, no es una

forma -normal. Por tanto, contiene, al menos, un redex reemplazante. Si cambiam os

to dos los redexes externos de p or o currencias de Ω, obtenemos una forma Ω-normal

y ( ) = Ø. Por el T eorema 7.4.8, existe un ´ ındice reemplazante ( ). Por

el T eorema 7.3.3, dicho ´ ındice reemplazante (en ) apunta a un redex necesario para

estabilizar . Puesto que ( ) = ( ), p or la Prop osici´ on 3.2.3, es un

redex reemplazante y necesario para estabilizar .

Diremos que una -estrategia I

H para un SR

T lineal p or la izquierda y fuerte-

mente secuencial es una -estrategia de si siempre reduce redexes

( -reemplazantes) situados sobre ´ ındices.

□

R R

R

R

R

R

R com

p

com

Σ

1 2

I F I F

Demostraci ´ on

R

∈ ⊑ R

→ →

· · · ≥

R

→

→

→ → · · ·

→

R

→

→

{ }

⊑

→ → · · · μ

, R

μ M μ μ μ

t t

μ s s

μ t t t

p t

t

μ μ

μ

μ μ μ

μ μ

μ

T eorema 7.5.2

Ejemplo 7.5.3

Ejemplo 7.5.4

´

f(x) g(a)

b b

g(f(b))

                                        b

g(f(b))

g(f(b)) g(f(b))

g(g(a)) g(f(b))

g(f(b)) g(g(a))

f(x,a) c(x,a)

b b

f c

c(b,f(x,a)) c(b,f(x,a))

c(b,c(x,a))

138

A continuaci´ on, establecemos las propiedades fundamentales de las -estrategias de

reducci´ on de ´ ındices.

= (Σ )

. Sea un t́ ermino estabilizable. Si al aplicar la estrategia sobre ,

la computaci´ on termina obteniendo una forma -normal ¯

, p or el T eorema 4.3.8, ¯ es

estable. Si la estrategia genera una secuencia de -reducci´ on infinita =

, p or el T eorema 7.3.11, existe un 1 tal que es estable.

T al como se discute en [Mid97], las estrategias de estabilizaci´ on no tienen p orqú e ser

normalizantes.

I F

I F

I F

De hecho, el Ejemplo 7.5.3 tambí en muestra que el car´ acter estabilizante de una

-estrategia no asegura que sea -normalizante. A ´ un m´ as, a diferencia de la estabili-

zaci´ on (T eorema 7.3.12), las secuencias de reducci´ on de ´ ındices arbitrarias no tienen

p orqú e ser -normalizantes.

( ) = ( ) = 2

Se a un SR

T cuasi orto gonal y fuertemente se cuencial.

Se a tal que . T o da -estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a es

estabilizante.

Consider emos el SR

T [Mid97]:

y la estr ate gia que siempr e sele c ciona el ( ´ unic o) r e dex externo del t́ ermino al

cual se aplic a, salvo en el c aso del t́ ermino , donde r esulta sele c cionado el

r e dex . Est´ a clar o que es estabilizante. No obstante, no es normalizante puesto

que del t́ ermino p arte la siguiente se cuencia de -r e duc ci´ on infinita:

que no obtiene la forma normal de , que pue de obtenerse, en c ambio,

me diante la siguiente derivaci´ on:

Consider emos el SR T :

y la funci´ on de r e emplazamiento tal que . Observemos que

. L a se cuencia de r e duc ci´ on de ´ ındic es

no obtiene la forma -normal que, en c ambio, pue de alc anzarse me-

diante la siguiente se cuencia de r e duc ci´ on de ´ ındic es:

R

R

R

R

R

1

I F

I F

Σ

1 2

+1

Demostraci ´ on n

L

com μ

i

j u

j μ

j u

p

μ

μ

Ejemplo 7.5.5

T eorema 7.5.6

→

R

{ }

≤

R

→

→

→

→

R ∈

⊑ → → · · ·

≥

∃ ≥ → ∈ I ≥

´

μ

μ μ

I t u , . . . , u

t n

n

t t

μ μ

, R μ M

μ μ t μ A t t t

μ i t μ

j i t t u t p

t μ t

t μ s μ t

C s

s

C

μ s

C C s s

s C

μ t C

μ A c(b,f(x,a)

       ) c(b,c(x,a))

f(b,c) d

a d

f(f(a,a),a)

f(f(a,a),a) f(f(d,a),a)

f(a,a) f(a,d)

Se a la estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a un SR

T que,

dado el c onjunto de o curr encias de r e dexes situados sobr e ´ ındic es

de un t́ ermino , sele c ciona el del extr emo izquier do (se g ´ un el or den ) si es imp ar

y el del extr emo der e cho si es p ar.

Esta estr ate gia no es indep endiente del c ontexto. Por ejemplo, c onsider emos el

SR T :

y el t́ ermino . El t́ ermino es estable p er o, debido a que

mientr as que

c oncluimos que no es indep endiente del c ontexto.

Se a un SR

T cuasi orto gonal y se a tal que

. Se a un t́ ermino -normalizable. Si es una

se cuencia de -r e duc ci´ on tal que, p ar a to do , si no es una forma -normal, se

verific a que tal que y , entonc es existe un tal

que es una forma -normal de .

CMR

139

Adem´ as, a p esar de la relaci´ on que establece la propiedad de indep endencia de con-

texto entre el car´ acter estabilizante y el -normalizante de las -estrategias (T eorema

7.2.6), p o demos probar que no to da estrategia (determinista) de reducci´ on de ´ ındices

es indep endiente del contexto.

I F

( ) =

=

I F

Por tanto, no es p osible utilizar los T eoremas 7.5.2 y 7.2.6 para concluir que to da

-estrategia de reducci´ on de ´ ındices es -normalizante.

No obstante, p o demos establecer dicho resultado sin necesidad del T eorema 7.2.6.

= (Σ )

: =

1

( [Ω] ) 1

. Puesto que es -normalizable, sea ¯ una forma -normal de .

Realizamos la demostraci´ on p or inducci´ on sobre la estructura de [ ] = ( ¯ ),

el contexto reemplazante m´ aximo de ¯

. Adví ertase que, puesto que los SR

Ts cuasi

ortogonales son confluentes, p or la Prop osici´ on 4.3.11, [ ] no dep ende de la forma

-normal concreta ¯ que consideremos.

Si [ ] es una constante o una v ariable, deb e ser [ ] = ¯ y ¯ es una forma normal.

Por confluencia, ¯ es la ´ unica forma normal. Dado que la confluencia asegura que [ ]

es ´ unico para to da forma -normal de y [ ] es una constante o una v ariable, la

forma -normal es ´ unica tambí en. Si la secuenc ia no la obtiene, de acuerdo con

□

1

1

1

Σ

Σ

′ ∗ ′ ∗ ′

′

′

R

′

′ ′

R

R

→ →

⊑

≥

∈ ∈

∈

∈

∈

∈

∉ ∈

R

∈ ⊑

R

∈ ⊑

T eorema 7.5.7

T eorema 7.5.8 μ

q

μ

k μ

com

μ

μ

q k

i

i

μ

i

μ

μ

μ

i

i

i i

μ

i

k i

i i

i

com

com

´

A

q s t

t s s s s s

s s s s

s

s s s A

μ

C f C , . . . , C s f

μ t μ μ s

t t A

μ A q

t s f s , . . . , s t s

μ

C s s

μ i μ f s i μ f

μ A μ

A s

s

i μ f

A

A

s μ s s i μ f

A μ s

s i μ f

j μ f i j

μ t

μ s f s , . . . , s s t i μ f s s i μ f

, R

μ M μ μ μ μ

, R

μ M μ μ t

CMR

Se a un SR

T cuasi orto gonal y fuertemente se cuencial

y se a tal que . T o da -estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es es -

normalizante.

Se a un SR

T line al p or la izquier da, fuertemente se cuen-

cial y uniformemente c onver gente a la r a ´ ız. Se a tal que y

140

las premisas del teorema, es una secuencia de reducci´ on infinita. Por el T eorema

7.3.11, la secuencia de reducci´ on es estabilizante y existe un tal que = , es una

forma estable de . Por confluencia, existe un t́ ermino tal que ¯ y .

Puesto que ¯ es una forma normal, deb e tenerse que ¯ = . Dado que es estable,

el s ´ ımb olo que etiqueta su ra ´ ız no puede cambiarse. Como ¯ es una constante o una

v ariable, tenemos que ¯ = = , contradiciendo la asunci´ on de que no contiene

una forma -normal.

Sea [ ] = ( [ ] [ ]) = ( ¯

). Por la Prop osici´ on 4.3.11, el s ´ ımb olo

es un prefijo com ´ un a to da forma -normal de . Dado que , ¯ es una forma

estable de . Luego es estabilizable. Si sup onemos, de nuevo, que no contiene una

forma -normal, la secuencia es infinita y

, p or el T eorema 7.3.11, existe un 1

tal que = = ( ) es una forma estable de . Por confluencia, tambí en

tiene una forma -normal que, p or la Prop osici´ on 4.3.11, tiene el mismo contexto

reemplazante m´ aximo [ ]. Puesto que es estable, sab emos que cada tiene una

forma -normal, para cada ( ). Por otro lado, cada , para ( ) tiene

aso ciada una secuenc ia de -reducci´ on obtenida a partir de la subsecuencia de -

reducci´ on original que parte de de la forma obvia. Por la Prop osici´ on 2.5.17, los

pasos de reducci´ on de ´ ındices (reemplazantes) realizados sobre un t́ ermino cualquiera

de la subsecue ncia de reducci´ on de ´ ındices que arranca en son pasos de reducci´ on

de ´ ındices sobre cualquier subt́ ermino inmediato para cualquier ( ). Por la

Prop osici´ on 3.2.1 se trata de ´ ındices reemplazantes. Es f´ acil ver que, si no obtiene

una forma normal, es una secuencia infinita y entonces alguna de las subsecuenc ias

tambi ´ en es infinita y verifica las condiciones del enunciado del teorema. Por tanto,

aplicamos la hip´ otesis de inducci´ on para concluir que cada secuencia de reducci´ on que

parte de obtiene una forma -normal ¯ de para cada ( ) lo cual contradice

la hip´ otesis de que la secuencia no obtiene una forma -normal. Puesto que es

estable y los pasos de reducci´ on de ´ ındices que arrancan de para un ( ) son

indep endientes de los realizados sobre cualquier otro ( ), = , concluimos que

la secuencia de reducci´ on de ´ ındices completa -normaliza , obteniendo una forma

-normal ¯ = ( ¯ ¯ ), donde ¯ = si ( ) y ¯ = ¯ si ( ).

Este teorema tiene una consecuencia inmediata.

= (Σ )

T ambi ´ en p o demos establecer un resultado menos p otente p ero aplicable a una clase

m´ as amplia de SR Ts.

= (Σ )

□

R R a a f f

com com

⊆ ⊆ →

→

→

{ }

⊑ { }

Demostraci ´ on

7.6 T raba jos relacionados

7.6. TRABAJOS RELACIONADOS

μ

μ t

t

t

μ

μ t

V r V l V r V l l r

μ

, ,

μ

μ μ μ

E

E

E if(true,x,y) x

if(false,x,y) y

if

if un t́ ermino normalizable. Cualquier -estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es obtiene una

forma -normal de .

rsc

estr ate gia lo c al

141

. Puesto que es normalizante, el T eorema 2.5.21 asegura que no

existen secuencias de reducci´ on infinitas que, partiendo de , s´ olo contraen redexes

situados sobre ´ ındices. Dado que la -estrategia de reducci´ on de ´ ındices s´ olo reduce

redexes situados sobre ´ ındices, la computaci´ on se detendr´ a obteniendo una forma

-normal de .

El T eorema 7.2.5 sup one un av ance resp ecto al uso de las restricciones de reemplaza-

miento sint´ acticas que realiza Maranget [Mar90] en un marco de reducci´ on de grafos

para definir deriv aciones ´ optimas mediante secuenc ias de reducci´ on paralela. Debido

a su circunscrip ci´ on a dicho marco, Maranget limita su atenci´ on a una clase muy p e-

que ~ na de SR

Ts ortogonales, y a funciones de reemplazamiento tales que se verifiquen

las siguientes condici´ ones: ( ) ( ) y ( ) ( ) para to da regla del

SR T (ver la Secci´ on 3.5). Por ejemplo, el programa

s´ olo admite traba jar con una funci´ on de reemplazamiento que satisfaga ( ) =

1 2 3 , es decir, que no imp one ninguna restricci´ on en los reemplazamientos. Puesto

que el T eorema 7.2.5 p ermite emplear cualquier funci´ on de reemplazamiento tal que

y ( ) = 1 , nuestros resultados en este cap ´ ıtulo sobre la necesidad

de las reducciones restringidas son m´ as generales (aunque se refieren ´ unicamente a

t́ erminos no estables). Resp ecto al traba jo presentado en [OF97], donde se plantea

una implementaci´ on mediante reescritura de la estrategia de OBJ y CafeOBJ, y

que guarda una estrecha relaci´ on con la , tamp o co se prop orciona ning ´ un resultado

que p ermita asegurar el car´ acter terminante de los c´ omputos realizados mediante esa

estrategia, ni se da indicaci´ on alguna acerca de c´ omo definir la aso-

ciada a cada s ´ ımb olo para conseguir un comp ortamiento terminante. Puesto que las

estrategias lo cales pueden verse como una forma de esp ecificar estrategias sensibles

al contexto, los resultados presentados en este cap ´ ıtulo y en los p osteriores pueden

utilizarse para guiar la definici´ on de estrategias lo cales y para establecer propiedades

computacionales de la estrategia .

Aunque la no ci´ on de estrategia sensible al contexto (o de estrategia que incorp ore

restricciones sint´ acticas) y las propiedades relev antes que conciernen a su utilizaci´ on

no han sido estudiadas formalmente con anterioridad, la estrategia , basada en las

E

´ 142

llamadas estrategias lo cales, intro ducida p or los dise ~ nadores de las distintas versiones

y deriv ados del lengua je OBJ [FGJM85], puede considerarse como un precedente de

utilizaci´ on pr´ actica de estrategias sensibles al contexto.

En el pr´ oximo cap ´ ıtulo continuamos el an´ alisis de estas estrategias con el fin de

estudiar con m´ as profundidad la relaci´ on existente entre las estrategias de reescritura

habituales y las estrategias sensibles al contexto. Los resultados que ofrecemos (en

cuanto a optimalidad, car´ acter normalizante, etc.) son, p or tanto, aplicables al an´ alisis

de los c´ omputos realizados mediante la estrategia , p or ejemplo.

R

μ

R

τ

Cap ´ ıtulo 8

Estrategias gen ´ ericas

geń eric a

clases

leftmost-outermost p ar al lel-innermost

leftmost-innermost

rsc

sc

estructur ales

sc

sc

sc inducidas

La definici´ on formal de una estrategia de reescr itura I

F se realiza resp ecto a un SR T

concreto. T ambi ´ en es interesante disp oner de una no ci´ on de estrategia que

pueda aplicarse a de SR

Ts. De hecho, ´ estas han sido empleadas profusamente

en reescr itura (cuando se habla de estrategias , ,

, etc., en realidad nos estamos refiriendo impl ´ ıcitamente a estra-

tegias geń ericas), aunque la no ci´ on no parece hab erse formalizado expl ´ ıcitamente ni

estudiado con mayor profundidad. Dicha no ci´ on puede extenderse a la de forma

inmediata y el problema central que nos planteamos en este cap ´ ıtulo es la definici´ on

de estrategias geń ericas sensibles al contexto (estrategias geń ericas ) a partir de

estrategias geń ericas est´ andar y el an´ alisis de las propiedades que aqú ellas exhib en en

funci´ on de las propiedades de que disfrutan ´ estas.

En la Secci´ on 8.1 definimos y motiv am os el concepto de estrategia geń erica que

desarrollamos en esta tesis. Estudiamos algunas formas de definir estrategias geń eri-

cas. En particular, definimos las estrategias geń ericas y damos ejemplos

bien cono cidos de tales estrategias (Secci´ on 8.1.1). En la Secci´ on 8.1.2 definimos el

concepto de estrategia geń erica .

En la Secci´ on 8.2 demostramos que la op eraci´ on de contracci´ on intro ducida en

el Cap ´ ıtulo 5 preserv a los ´ ındices reemplazantes (cuando se aplica sobre t́ erminos) y la

secuencialidad fuerte de los SR

TEs (cuando se aplica sobre ´ estos). Partiendo de estas

observ aciones, en las Secciones 8.2.2 y 8.2.3 establecemos una corresp ondencia entre

estrategias geń ericas de reducci´ on de ´ ındices y estrategias geń ericas de reducci´ on

de ´ ındices, que denominaremos estrategias geń ericas .

143

,

,

CL

CL

CL

R ∈

R R

R ∈

R

R

R

R R

R

li

pi

lo

po

CAP ´ ıTULO 8. ESTRA

TEGIAS GEN

´

ERICAS

8.1 Concepto de estrategia geń erica

Definicí on 8.1.1 (Estrategia geń erica)

Ejemplo 8.1.2

Una p ar a una clase

CL de SR

Ts es una funci´ on (o simplemente ) que aso cia a c ada CL

una estr ate gia de r e escritur a .

CL

c oncr eta c oncr e ci´ on

CL

CL

CL

Consider emos las siguientes “estr ate gias de r e escritur a” [Klo92] que,

de he cho, son estr ate gias geń eric as p ar a la clase de los SR

Ts .

1. L a estr ate gia (se cuencial) ( ) r e duc e, de entr e los r e dexes

m´ as internos, el del extr emo izquier do.

2. L a estr ate gia (p ar alela) ( ) r e duc e to dos los r e dexes m´ as

internos de forma simult´ ane a.

3. L a estr ate gia (se cuencial) ( ) r e duc e, de entr e los r e dexes

externos, el del extr emo izquier do.

4. L a estr ate gia (p ar alela) ( ) r e duc e to dos los r e dexes exter-

nos de forma simult´ ane a.

144

A continuaci´ on damos la definici´ on formal de estrategia geń erica que consideramos

en esta tesis.

estrategia geń erica

I F I F

I F

Dada una estrategia geń erica I

F para una clase de SR

Ts, decimos que I

F es una

estrategia obtenida a partir de I

F (o que es una de I

F). Si conside-

ramos como un par´ ametro, la descomp osici´ on de una estrategia I

F para el SR T

en sus comp onentes (I P I R ) tambí en puede realizarse con las estrategias geń ericas

de la forma obvia, deriv ando en una descomp osici´ on (I P I R) de cualquier estrategia

geń erica I

F. Decimos que una estrategia geń erica I

F es normalizante, estabilizante,

etc., si para to do , la concreci´ on I

F es normalizante, estabilizante, etc.

El inteŕ es del concepto de estrategia geń erica puede motiv arse argumentando tanto

sobre los asp ectos te´ oricos como sobre los pr´ acticos:

1. Desde el punto de vista te´ orico, to das las concreciones de una estrategia geń erica

para una clase comparten ciertas propiedades. T ´ ıpicamente, ser´ an normali-

zantes, ´ optimas, etc., para to do SR

T en .

2. Desde el punto de vista pr´ actico, la implementaci´ on de las concreciones de dichas

estrategias emplear´ an algoritmos y estructuras de datos similares (o id́ enticas).

Por tanto, la complejidad de dichos algoritmos, los recursos requeridos, etc.,

ser´ an tambi ´ en similares.

De hecho, las estrategias geń ericas son utilizadas con frecuencia en reescritura.

d́ ebilmente ortogonales

leftmost-innermost I F

parallel-innermost I F

leftmost-outermost I F

parallel-outermost I F

1

1 f s

lo

Ejemplo 8.1.3

8.1. CONCEPTO DE ESTRA

TEGIA GEN

´

ERICA

pr o gr amaci´ on l´ ogic a

Pr olo g

o c cur-check

lenguajes imp er ativos

vor az

En el contexto de la sucede algo parecido: en el algoritmo de unificaci´ on

incorp orado en muchas implemen taciones del lengua je no se comprueba la o currencia de

v ariables anidadas en los enlaces de los unificadores computados ( ) debido al coste que

sup one dicha comprobací on [Roy94

]. Como resultado, estas implemen taciones son incorrectas desde

el punto de vista l´ ogico. En el caso de los tenemos un problema similar:

el mo do de ev aluaci´ on de las llamadas a funci´ on es siempre lo que provo ca la entrada de los

programas en secuencias de ejecuci´ on infinitas (lo cual es innecesario desde el punto de vista te´ orico).

5. L a r e gla de ( , ) r e duc e simult´ ane a-

mente to dos los r e dexes (s´ olo est´ a bien definida p ar a SR

Ts orto gonales).

En las estr ate gias enumer adas, se ha obviado la cuesti´ on de qú e r e gla de r e escritur a

se emple ar´ a p ar a r e ducir el r e dex sele c cionado. Esto no es un pr oblema p ar a SR Ts

d́ ebilmente o cuasi orto gonales, puesto que el r e emplazamiento que deb e r e alizarse

p ar a c ontr aer dicho r e dex est´ a definido de forma ine qu ´ ıvo c a [AM96]. Por tanto, las

estr ate gias c oncr etas anterior es est´ an bien definidas se a cual se a el SR T c onsider ado.

Haskel l

CL

L as estr ate gias de r e duc ci´ on de ´ ındic es se c ar acterizan p or el he cho

de que siempr e r e duc en r e dexes que est´ an situados sobr e ´ ındic es. Por tanto, pue den

formalizarse c omo estr ate gias geń eric as p ar a la clase de los SR

Ts line ales p or la iz-

quier da y fuertemente se cuenciales. Sab emos que estas estr ate gias son normalizantes,

p or ejemplo, p ar a la sub clase de los SR

Ts line ales p or la izquier da, fuertemente se cuen-

ciales y c onver gentes a la r a ´ ız (T e or ema 2.5.21). Per o, en p articular, sab emos que

la estr ate gia , , es una estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a

la sub clase de los SR

Ts normales p or la izquier da. Par e c e evidente (y ser´ a discutido

145

sustituci´ on completa full substitution rule I F

Aunque es p osible aso ciar a cada SR

T fuertemente secuenc ial una estrategia de re-

ducci´ on de ´ ındices, una implementaci´ on de esta estrategia geń erica requerir ´ ıa, en

principio, implementar tambí en la Ω-reducci´ on. Esto no resulta totalmente adecua-

do, desde el punto de vista pr´ actico, p or ser bastante costoso (ver el Cap ´ ıtulo 9 para

una discusi´ on m´ as detallada). Para obtener implementaciones m´ as eficientes, normal-

mente deb emos limitarnos a una sub clase de SR

Ts a ´ un a costa de p erder completitud

(o, al menos, un comp ortamiento ´ optimo) cuando (con p o ca frecuencia, p or lo gene-

ral) nos vemos ab o cados a ejecutar un programa para el cual dicha implementaci´ on

no funciona adecuadamente.

Esta situaci´ on no es tan anormal en el uso cotidiano de los lengua jes de progra-

maci´ on: las implementaciones del lengua je funcional p erezoso no sop ortan

programas fuertemente secuenciales en su m´ axima generalidad p orque la implemen-

taci´ on est´ a concebida para funcionar correctamente y de forma m´ as eficiente para una

clase m´ as reducida de programas .

Por tanto, para una utilizaci´ on efectiv a de un SR

T de una clase de SR Ts

(fuertemente secuenciales), prop orcionaremos una estrategia geń erica esp ecializada

I F cuya implementaci´ on pueda realizarse de mo do m´ as eficaz.

leftmost-outermost I F lo

R

R

R R

R R

R R R

R

R

^

^

^

^ ^

^ ^

^

^ ^

^

^

^

U U

U U U

U U

O O t

t

,

O

O

R

P → P

̸

⊆ ∈ P

⊆

R

R ∈ ∘

∘ R ∈

´

´

8.1.1 Definici´ on de estrategias geń ericas

Definicí on 8.1.4 (F unci´ on de selecci´ on)

Definicí on 8.1.5 (Estrategia geń erica estructural)

Observ aci´ on 8.1.6 c on m´ as pr ofundidad en el c ap ´ ıtulo 9) que va a ser mucho m´ as sencil lo implementar

que implementar la r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a los SR

Ts fuertemente se cuenciales

gener ales.

sele c ci´ on

Una funci´ on Oc c Oc c es

una si satisfac e las siguientes pr opie dades:

1. si

2. p ar a to do Oc c

Una estr ate gia geń eric a

p ar a una clase CL de SR

Ts d́ ebilmente orto gonales es si existe una

funci´ on de sele c ci´ on tal que p ar a to do CL, se verific a . Entonc es

de cimos que est´ a en .

A p artir de la Definici´ on 8.1.5, r esulta evidente c´ omo definir

una estr ate gia estructur al a p artir de una funci´ on de sele c ci´ on cualquier a. Simple-

mente, dada una clase CL (cualquier a) de SR

Ts d́ ebilmente orto gonales, imp onemos

que p ar a to do SR

T CL. El c omp onente viene determinado

p or de forma se gur a.

146

I F

Existe una diferencia interesante entre las estrategias geń ericas enumeradas en el

Ejemplo 8.1.2 y las estrategias de reducci´ on de ´ ındices de car´ acter general aludidas

en el Ejemplo 8.1.3. Esta diferencia se discute en la secci´ on siguiente.

Para un SR T d́ ebilmente ortogonal , una estrategia I

F viene completamente deter-

minada p or el comp onente I

P de la estrategia [AM96]. En el caso de las estrategias

geń ericas, se puede definir una de ´ estas sin m´ as que prop orcionar una funci´ on que

llamamos funci´ on de .

I P : ( ) ( )

funci´ on de selecci´ on

I P( ) = Ø = Ø

I P( ) ( )

Observemos que la condici´ on 2 en la Definici´ on 8.1.4 implica que la funci´ on de selecci´ on

I P es estricta (resp ecto al orden usual sobre conjuntos), es decir I

P(Ø) = Ø. Esto se

deb e a que, si = Ø, p or la condici´ on 2 tenemos que I

P( ) = I

P (Ø) Ø, lo cual

s´ olo es p osible si I

P(Ø) = Ø.

En la pr´ oxima definici´ on, es una funci´ on que suministra las o currencias ( )

de los redexes de un t́ ermino de acuerdo con el SR T .

I F =

(I P I R) estructural

I P I P = I P

I F basada I P

I P

I P = I P I R

I P

Con relaci´ on a la Observ aci´ on 8.1.6, puede comprobarse que el ob jeto I

F definido

mediante el pro cedimiento sugerido all ´ ı esp ecifica una estrategia geń erica o, lo que es

lo mismo, que cada concreci´ on I

F de ese ob jeto es una estrategia de reescritura para

0

( )

L

L L

Oc c

^

^ ^

^

^ ^

^

^

^

^

>

li

li

pi

pi

lo

lo

po

po

∗

R

R

R

R

R R R

R

R

P

≤ ≤

≤

≤ ≤ ≤

≤

R ̸

⊆ ∈ P

R ∈ ∘

{ } → P ∈

{ } P

P \ P

{ ∘ }

{ ∘ } { }

´

U U

U U U

O

O

u

u I d

min maximal

maximal

min minimal min

minimal

Observ aci´ on 8.1.7

Ejemplo 8.1.8 (Ejemplos de estrategias estructurales)

Clar amente, si una estr ate gia geń eric a p ar a una clase CL de

SR Ts d́ ebilmente orto gonales es estructur al, el c omp onente de to da c oncr e ci´ on

p ar a c ada CL tambí en p o dr´ a desc omp onerse c omo . Por tanto,

tambí en dir emos que la estr ate gia es .

Consider emos la fun-

ci´ on Oc c Oc c que c onvierte una c adena Oc c en un c onjunto unitario

y se a la identidad p ar a Oc c . A c ontinuaci´ on pr esentamos las fun-

ciones de sele c ci´ on de las estr ate gias geń eric as del Ejemplo 8.1.2 (s´ olo pr esentamos la

r estric ci´ on a Oc c ; extender ´ ıamos las definiciones a Oc c forzando que se an

estrictas):

1. L a estr ate gia ( ):

2. L a estr ate gia ( ):

3. L a estr ate gia ( ):

4. L a estr ate gia ( ):

147

un SR

T dado. La condici´ on I

P( ) = Ø si = Ø de la Definici´ on 8.1.4 asegura que

la estrategia seleccionar´ a un redex siempre que haya alguno disp onible para reducir.

Por otro lado, la condici´ on I

P( ) para to do (I

N ) asegura que I

P no

intro duce o currencias extra ~ nas que no corresp onden a un redex (y que, p or tanto,

no p o dr ´ ıan reducirse). Luego el comp onente I

P de la estrategia est´ a bien definido.

La ortogonalidad d́ ebil asegura que el comp onente I

R viene determinado de forma

segura p or el comp onente I P .

I F

I P

I F I P = I P

I F estructural

Puesto que I

P no dep ende de ning ´ un SR

T, la funci´ on I

P suele represe ntar la regla

empleada para definir una estrategia geń erica estructural I F y , a veces, es tomada

como tal en lugar de como veh ´ ıculo de definici´ on de la misma. S´ olo hace patente

el SR

T concreto empleado en la reducci´ on. Las estrategias geń ericas enumeradas en

el Ejemplo 8.1.2 son, de hecho, estructurales.

: ( )

( )

( ) Ø ( )

leftmost-innermost I F

I P =

parallel-innermost I F

I P =

leftmost-outermost I F

I P = =

parallel-outermost I F

I P =

Oc c f s

f s

^

^

^ ^ ^ ^

( )

1 2

1 2 1 2

R

R

O ×

R

•

{ }

∘

P

R

′

R R

′

R R

′

R R R R

′

R R

′ c( , ) f( , ) c( , )

f( , ) f( , )

´

´

I d

r hs

O t

L l hs

t

t t

t

s

t

s s

t s s t s s

ω t t

O t O t ,

O O t O t

t t

Observ aci´ on 8.1.9

Observ aci´ on 8.1.10

Ejemplo 8.1.11

148

sustituci´ on completa I F

I P =

Las estrategias geń ericas estructurales (y sus concreciones) son ‘indep endientes’ de las

de las reglas de los SR

Ts a que se aplican, debido a que ´ estas son tenidas en

cuenta para seleccionar el redex que v a a ser contra ´ ıdo. Esto es as ´ ı p orque el conjunto

de o currencias de redexes ( ), que co difica to da la informaci´ on acerca del SR T

que se le p ermite emplear a una estrategia estructural para decidir el redex a reducir,

s´ olo dep ende del conjunto ( ) de ’s de las reglas.

puramente estructural o currencias

estructural

( )

I P

El siguiente ejemplo muestra que las estrategias de reducci´ on de ´ ındices no tienen

p orqú e ser, en general, estructurales.

I F

Ω

Ω

= = 1 Ω Ω

Ω Ω ( Ω ) = Ω I

P ( ) = 1 I

P ( ) = 2

( ) = ( ) = 1 2

I P I P = I P I P( ( )) = I

P( ( ))

I F I P ( ) = I

P ( ) I

F no

5. L a r e gla de ( ):

no

L as estr ate gias estructur ales son estr ate gias sin anticip aci´ on (ver

la Se c ci´ on 2.4). L as estr ate gias estructur ales son indep endientes tambí en de la sig-

natur a involucr ada y de los s ´ ımb olos c oncr etos que etiquetan la estructur a arb´ or e a

aso ciada al t́ ermino que va a ser r e ducido. Esto es as ´ ı p or que la sele c ci´ on del r e dex

est´ a b asada en la informaci´ on expr esada me diante

de los t́ erminos. Dado que las o curr encias son c adenas nuḿ eric as, hemos p er dido la

informaci´ on r efer ente a los s ´ ımb olos del t́ ermino de entr ada. Esto justific a la deno-

minaci´ on emple ada p ar a esta clase de estr ate gias.

Si tr ab ajamos c on estr ate gias estructur ales, el c oste de determi-

nar un p aso de r e duc ci´ on est´ a ac otado p or el m´ aximo entr e el c oste de lo c alizaci´ on de

un r e dex en un t́ ermino (lo cual pue de hac erse c on un c oste termsize nmatches ,

donde termsize es el tama ~ no de y nmatches es el n ´ umer o de r e dexes en [HO82])

y el c oste del c´ alculo r e alizado p or la funci´ on de sele c ci´ on (que pue de ser c onstante si

la sele c ci´ on r e alizada p or es indeterminista).

Se a la estr ate gia geń eric a de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a SR

Ts or-

to gonales y fuertemente se cuenciales que, dado un t́ ermino , r e duc e el r e dex lo c alizado

sobr e el ´ ındic e que se encuentr a en el extr emo izquier do de (el -t́ ermino obtenido

al r e emplazar los r e dexes externos en p or ). Esta estr ate gia geń eric a de r e duc ci´ on

de ´ ındic es no es estructur al. Par a c ompr ob arlo, c onsider emos el SR

T orto gonal y

fuertemente se cuencial del Ejemplo 7.5.4. Se an y r e dexes y c onsider emos los

t́ erminos y . Puesto que es un ´ ındic e de p er o

no de (p or que ), tenemos que y .

Sin emb ar go, . Por tanto, no hay ninguna funci´ on de

sele c ci´ on tal que (pues p er o, p or definici´ on

de , ) y el lo signific a que es estructur al.

VP

^

^ ^

^

^

^

R

R

R

R

R R

R

Σ

( )

( )

Σ

Σ μ

μ

μ

μ μ

sc

can

sc

can com

R R

∈

R R

R ∈ R

R

R

R ∈

∘

{ R | R ∈ ∧ ∈ }

{ R | R ∈ ∧ ∈ ∧ ⊑ }

´

, μ , R

μ M

, μ

, μ μ

, μ μ

O O

,

, μ

O

, μ , R μ M

, μ , R μ M μ μ

8.1.2 Estrategias geń ericas sensibles al con texto

Definicí on 8.1.12 (Par v´ alido)

Definicí on 8.1.13 (Estrategia geń erica sc)

Definicí on 8.1.14 (Estrategia geń erica sc estructural)

Definicí on 8.1.15

Definicí on 8.1.16 (Restricci´ on sc de una estrategia geń erica estructural) rsc

Un p ar donde es un SR T y

se denomina .

Una sc p ar a una

clase VP de p ar es v´ alidos es una funci´ on (o simplemente ) que aso cia a c ada

p ar VP una -estr ate gia p ar a .

sc VP sc

sc

Una estr ate gia geń eri-

c a p ar a una clase VP de p ar es v´ alidos d́ ebilmente orto gonales es

si existe una funci´ on de sele c ci´ on tal que p ar a to do VP, se

verific a . Entonc es de cimos que est´ a en .

CL sc

CL

Se a CL una clase de SR

Ts. Definimos las clases VP CL y

VP CL de p ar es v´ alidos c omo sigue:

VP CL CL

VP CL CL

r estric ci´ on sensible al c ontexto

Se a una estr ate gia geń eric a estructur al p ar a una clase CL de SR

Ts d́ ebilmente

orto gonales, b asada en una funci´ on de sele c ci´ on . Definimos:

149

La siguiente definici´ on sirve para extender el concepto de estrategia geń erica a la .

( ) = (Σ )

par v´ alido

Utilizaremos las denominaciones habituales para clasificar SR

Ts (lineales p or la iz-

quierda, ortogonales, etc.) aplic´ andolas a clases de pares v´ alidos: diremos que un par

v´ alido ( ) es lineal p or la izquierda, ortogonal, etc. si lo es el comp onente de

dicho par.

estrategia geń erica

I H I H

( ) I H

Diremos que una estrategia geń erica para un conjunto de pares v´ alidos es -

normalizante si para to do par v´ alido ( ), la concreci´ on I

H es -normalizante

para .

La definici´ on de estrategia geń erica estructural es f´ acilmente adaptable a estrate-

gias geń ericas utilizando en vez de .

sc I

H = (I P I R)

estructural I

P ( )

I P = I P I H basada I P

Dada una estrategia geń erica estructural I

F (basada en una funci´ on de selecci´ on I P)

para una clase de SR

Ts, es p osible aso ciar a ´ esta v arias estrategias geń ericas

estructurales (tambí en basadas en I

P) mediante la definici´ on de distintos conjuntos

de pares v´ alidos constituidos p or SR

Ts p ertenec ientes a .

( )

( )

( ) = ( ) = (Σ )

( ) = ( ) = (Σ )

Ahora p o demos dar dos no ciones de de una estrategia

geń erica estructural.

I F

I P

□

^

^

C L

C L

t

Demostraci ´ on

T eorema 8.1.17

´

´

sc

sc

can

can

can

po can

f s

can

sc can

sc can

lo

1. L a sc de es la estr ate gia geń eric a estructur al b asada en

p ar a el c onjunto VP de p ar es v´ alidos.

2. L a sc de es la estr ate gia geń eric a estructur al

b asada en p ar a el c onjunto VP de p ar es v´ alidos.

p ar al lel-outermost

sc

L as estr ate gias geń eric as y son estabilizantes y -

normalizantes p ar a VP OR T .

rsc

Dada una estr ate gia geń eric a estructur al normalizante p ar a una cla-

se CL de SR

Ts ¿es su r estric ci´ on (o ) -normalizante p ar a

VP CL (VP CL )?

her e dado

c ausa

sc

r e duc ci´ on de ´ ındic es c ausa

sc

sc

sc sc

150

restricci´ on I F I F sc I P

( )

restricci´ on can´ onica I F I F sc

I P ( )

Ahora p o demos establecer un primer resultado: las restricciones can´ onicas de las

estrategias geń ericas y de sustituci´ on completa son estabilizantes

y -normalizantes para SR

Ts ortogonales.

sc I F I F sc

( )

. Inmediata a partir de los T eoremas 7.2.5, 2.5.7 y 7.2.6.

Puesto que la preserv a la terminaci´ on de los SR

Ts (T eorema 5.1.4), es interesante

plantearse si sucede lo mismo con el car´ acter normalizante de las estrategias, es decir:

I F

sc I F I F sc

( ) ( )

Un an´ alisis sistem´ atico del car´ acter normalizante p or este tip o de estrate-

gias restringidas es dif ´ ıcil, debido a la necesidad de identificar la p or la que la

estrategia original es normalizante, y de estudiar si dicha ‘causa’ p ermanece op erante

tras realizar la restricci´ on de la estrategia original.

Si consideramos estrategias geń ericas de , la del car´ acter

normalizante de las mismas es precisamente el tip o de redexes seleccionados en ca-

da paso de reducci´ on (redexes situados sobre ´ ındices) y la propiedad que tienen las

secuencias de reducci´ on de ´ ındices de ser normalizantes (T eorema 2.5.21). Por des-

gracia, tal como se puso de manifiesto mediante el Ejemplo 8.1.11, las estrategias de

reducci´ on de ´ ındices no son, en general, estructurales. Por tanto, ni siquiera disp o-

nemos de una no ci´ on de estrategia restringida que se pueda emplear para deriv ar

una estrategia geń erica a partir de una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındi-

ces cualquiera puesto que la Definici´ on 8.1.16 exige que la estrategia de partida sea

estructural.

A ´ un m´ as, incluso si sab emos que la estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices es

estructural (como en el caso de I

F para los SR

Ts lineales p or la izquierda y normales

p or la izquierda), no est´ a claro si la restricci´ on de ´ esta ser´ a una estrategia de

reducci´ on de ´ ındices: dado un t́ ermino y una estrategia de reducci´ on de ´ ındices

1 2 1 n n

μ

μ

R R

−

R R

R R

R R

R

R

R

R

R

1 I F 2 I F I F I F +1

1 +1

( )

( )

Ω

Ω

Σ u u u

n u

n

n i i n

i μ

i

μ

μ

μ

μ

μ

μ

com

μ

t μ

Notaci´ on 8.2.1

on 8.2.2

R

→ → · · · → →

∈ I ≤ ≤

∈ I ≤ ≤

R R

→

R J →

R ∈ ⊑ ∈

T ∪ { } ∈ I ∈ J

8.2 Secuencialid ad fuerte y con tracci´ on de SR Ts

8.2. SECUENCIALIDAD FUER

TE Y CONTRACCI

´

ON DE SR TS

t t t t t s

t , . . . , t u t i n t s

s u t i n

t t

t μ

s

μ

μ τ

μ

ω t t

l hs t

, R μ M μ μ t

, V u t ν u τ t c orr esp onda

sc

sc

sc inducida

sc

arbitr aria

sc

Utilizar emos p ar a denotar la forma -normal de em-

ple ando las ’s de y p ar a r eferirnos al c onjunto de ´ ındic es r esp e cto a .

Se a un SR

TE, tal que y

. Si , entonc es .

151

I F para , el T eorema 7.4.6 asegura que la I

F -subsecuencia inicial de reducci´ on de

´ ındices

= =

donde son t́ erminos fr´ agiles, ( ) para 1 y = no es

fr´ agil (es decir, es fuertemente estable), verifica que ( ) para 1 . Por

tanto, imp oner

I H ( ) = I

F ( )

para to do t́ ermino fr´ agil es correcto y se obtiene una -estrategia que reduce ´ ındices

cuando se aplica sobre t́ erminos fr´ agiles. Sin embargo, resp ecto a la I

F -subsecuencia

de reducci´ on que parte de y llev a hasta el final de la I

F -secuencia, no hay ninguna

forma clara de definir c´ omo continuar´ a la I

H -secuencia de reducci´ on de ´ ındices

para hacer que a I

F en alg ´ un sentido y conserve sus buenas propiedades.

En la secci´ on siguiente exploramos una nuev a p osibilidad para el establecimien-

to de corresp onden cias entre estrategias de reducci´ on de ´ ındices y estrategias de

reducci´ on de ´ ındices. En este caso, ser´ a la funci´ on de -contracci´ on estudiada en el

Cap ´ ıtulo 5 la que brinde esta nuev a v ´ ıa de definici´ on y an´ alisis de estrategias .

En esta secci´ on veremos que la funci´ on de -contracci´ on de t́ erminos intro ducida

en el Cap ´ ıtulo 5 preserv a las o currencias de ´ ındices reemplazantes existentes en un

t́ ermino. Esto p ermite establecer una corresp ondenc ia interesante entre la secuencia-

lidad fuerte de un SR

TE y la secuencialidad fuerte de su -contracci´ on . Al

combinar amb os hechos llegamos a la no ci´ on de estrategia geń erica p or

una estrategia geń erica. Esta nuev a corresp onde ncia entre estrategias y estrategias

s ´ ı que preserv a el car´ acter de estrategia de reducci´ on de ´ ındices cuando la estrate-

gia base es una estrategia de reducci´ on de ´ ındices . Adem´ as, obtenemos la

venta ja a ~ nadida de que las estrategias inducidas son aplicables, p or lo general, a

un mayor n ´ umero de SR

Ts que las estrategias de partida (ver el Cap ´ ıtulo 10).

( )

( )

El siguiente resultado establece que la transformaci´ on contractiv a preserv a los ´ ındices

reemplazantes del SR

TE sobre el cual se aplica.

= (Σ )

(Σ Ω ) ( ) ( ) ( ( ))

~

□

□

∗

∗

∗

R

R

∗

∗

R

′ ∗ ′

′

R μ

t

μ s

s μ s

s t

μ

t

μ s t

μ

μ f(x,b) a

f( ,a) f( ,a)

f f ( )

f ( )

´

Demostraci ´ on

Ω

Ω

( )

Ω

( )

( ) Ω ( )

( ) ( )

Ω

Ω

Σ

( )

Ω

( ) ( )

Ω

Ω

Σ

´

´

Ejemplo 8.2.3

Prop osici´ on 8.2.4

T eorema 8.2.5

• • • → •

• → • ∈ •

∈ •

• → •

• → •

• • •

∈ ∈ ∩

∈ ∩

• • •

∈ J

⊑

R

→

• →

{ }

• →

∉ J

R ∈ ⊑ ∈

T ∪ { } ∈ J ∈ I

∈ J

• → • •

• → • ⊑

• ≡ • • → •

• • ∈

• •

R

R

R ∈ ⊑ ∈

T ∪ { } I J u u u u

μ u μ u μ

u

μ

u

μ ν u μ ν u

μ ν u μ ν u

μ μ u u u

t s μ

μ μ

t s μ ν u μ ν u μ μ u

t μ

com

t μ μ μ

μ μ

μ

com

t μ μ

t μ

μ ν u μ ν u μ μ ν u t s

μ u μ u com

u τ u u u

μ

u μ

u μ

u

μ

com

t μ

μ s ω t t s

τ t τ s u O t

u O s

τ t τ s

τ s τ s

ω τ t s t

u u u O t u O t O s

u O t O s

ν u ν u τ s τ s ω τ t

ν u τ t

μ μ

t

μ ν τ t

τ t

, R μ M μ μ t

, V ν u τ t u t

ν u τ t

τ t τ s ω τ t ν u ν u

τ t τ s μ μ

s s t s

s s C u O C

ω t

μ

μ

, R μ M μ μ t

, V ν t τ t spr efix spr efix

Consider emos el SR T :

L a o curr encia es un ´ ındic e de , p or que es una forma -normal.

Si esc o gemos , entonc es no es un ´ ındic e de puesto

que

Por tanto, .

Se a un SR

TE, tal que y

. Si , entonc es .

CMR CMR

Se a un SR

TE y tal que . Si

, entonc es

152

. Sea [ ] = ( [ ] ). Dado que [ ] [ ] , p or la Pro-

p osici´ on 5.7.15 tenemos que ( [ ] ) ( [ ] ) y

, dado que ( [ ] ) y

( [ ] ) (y esto a lo largo de la deriv aci´ on completa, en virtud del Lema 7.4.2),

la Prop osici´ on 5.2.8 p ermite obtener el resultado: ( )[ ] ( )[ ] . Por

el T eorema 5.7.17, ( )[ ] es una forma -normal y

, de hecho, ( )[ ] =

( ( [ ] )). Puesto que [ ] se obtuvo p or Ω-reducci´ on a partir de [ ] , p o demos

sup oner que ( ) = ( ). Puesto que ( ) y ( ) ( ), p or la

Prop osici´ on 3.2.3, ( ) ( ). Entonces, p or la Prop osici´ on 5.2.9, tenemos que

( ) = ( ). Por tanto, ( )[ ] = ( )[ ] = ( ( [ ] )) y p or definici´ on

de ´ ındice (Definici´ on 2.5.15), tenemos que ( ) ( ( )).

En general, no es p osible prescindir de la condici´ on si queremos asegurar el

resultado en las condiciones de la prop osici´ on.

1 = Ω

( ) = 1 (1) = 1 ( ) = Ω

Ω

1 ( ( ))

= (Σ )

(Σ Ω ) ( ) ( ( )) ( )

. Por la Definici´ on 2.5.15, tenemos que ( ) ( ( )) si y s´ olo

si ( )[ ] ( )[ ] = ( ( )[ ] ). Esto significa que ( ) = ( ).

Por la Prop osici´ on 5.2.8, ( [ ] ) ( [ ] ). Puesto que , p or la

Prop osici´ on 5.7.16, existe un [ ] [ ] tal que [ ] [ ] . Por el T eorema

5.7.19, ( [ ] ) = ( [ ] ) = [ ] es r ´ ıgido y como ( [Ω]), tenemos

que est´ a presente en ( [ ] ), lo cual completa la demostraci´ on.

Una consecuenc ia inmediata de las Prop osiciones 8.2.2 y 8.2.4 es el siguiente teore-

ma, que expresa la estrecha corresp ondenc ia existente entre los ´ ındices reemplazantes

resp ect o a un SR

T y una funci´ on de reemplazamiento , y los ´ ındices computados

resp ect o al SR

T -contracto .

= (Σ )

(Σ Ω ) ( ( )) = ( ( )) μ

□

~

~ ~

Σ

Ω

1

1

1

Ω

Ω

Ω

R

′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′

′

T eorema 8.2.6

Demostraci ´ on

R ∈

⊑ R R

≤

R

R

∈ J ∈ I

R com μ

μ

n

μ

m

m

i

i μ

μ

μ μ

μ

μ μ μ

t μ μ

´

8.2.1 -con tracci´ on de SR

TEs y decidibilidad de la secuencia-

lidad fuerte

μ

μ

, R μ M

μ μ

t t

O t

μ t t C t , . . . , t

C t C

C

t t C t , . . . , t C

t , . . . , t C C

C t

t O t O t

t

O t μ

τ t

t τ t

ν u τ t u t

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y tal que

. Si es fuertemente se cuencial, entonc es es fuertemente se cuencial.

CMR

no

153

El problema de decidir si un SR

TE cualquiera es fuertemente secuencial ha sido de-

mostrado co-NP-completo p or Durand [Dur95]. Algunas sub clases admiten pro cedi-

mientos de decisi´ on menos costosos. Particularmente, las clases de SR

TEs caracteri-

zables mediante alg ´ un criterio sint´ actico simple, tales como los SR

TEs normales p or

la izquierda, etc.

Los resultados obtenidos en la secci´ on anterior nos p ermiten establecer conexio-

nes interesantes entre el car´ acter fuertemente secuencial de un SR

TE y el de su -

contracci´ on. Esto p ermite, a veces, reducir el coste de recono cer la secuencialidad

fuerte de un SR

TE examinando la del SR

TE -contracto.

= (Σ )

. De acuerdo con la Definici´ on 2.5.19, deb emos demostrar que to da

forma Ω-normal tiene un ´ ındice. Lo haremos p or inducci´ on estructural. Si = Ω

(el ´ unico s ´ ımb olo constante que es una forma Ω-normal) es inmediato. Para t́ erminos

m´ as complejos, distinguimos dos casos.

(1) ( ) = Ø. En ese caso, puesto que cualquier forma normal es una forma

-normal, p or la Prop osici´ on 4.3.1 p o demos expresar como = [ ] con

[ ] = ( ) siendo [Ω] un t́ ermino r ´ ıgido, de forma que las Ω-o currencias no

son reemplazantes. Recordemos que [ ] no es un contexto v ac ´ ıo. Por la Prop osici´ on

2.5.12, p o demos escribir como sigue: = [ ], donde es un contexto

r ´ ıgido m´ aximo y son t́ erminos fr´ agiles. Puesto que [Ω] [Ω] y dado

que [ ] no es v ac ´ ıo, p o demos aplicar la hip´ otesis de inducci´ on a un t́ ermino que

sea una forma Ω-normal (y este existe p orque ( ) = Ø p ero ( ) = Ø) para

concluir que p osee un ´ ındice. Por la Prop osici´ on 2.5.18, dicho ´ ındice tambí en es un

´ ındice de .

(2) ( ) = Ø. En este caso, dado que to da forma normal es -normal, p or el

T eorema 5.7.10 ( ) es una forma normal resp ecto a y

, p or la Prop osici´ on 5.2.8,

dado que contiene una o currencia reemplazante de Ω, ( ) contiene una o currencia

de Ω , luego es una forma Ω -normal. Por la secuenc ialidad fuerte del SR

TE ,

existe un ´ ındice ( ) ( ( )). Por la Prop osici´ on 8.2.4, ( ) lo cual concluye

la demostraci´ on.

Con el fin de ilustrar la aplicaci´ on del T eorema 8.2.6, consideremos el SR

T del

Ejemplo 1.1.2. Dicho SR

T es normal p or la izquierda (hay s ´ ımb olos de funci´ on en

las reglas de reescritura que aparecen a la derecha de algunas v ariables). Por tanto,

no hay una caracterizaci´ on sint´ actica simple para enmarcarlo en una familia cono cida

□

R

R

R

≡

−

R

~

~ ~

~ ~

~

~ μ

μ

μ τ

μ

μ

μ μ

Σ

Ω

Ω

1

Ω

Ω Ω

Ω

Demostraci ´ on

´

´

Ejemplo 8.2.7

T eorema 8.2.8

Ejemplo 8.2.9

R

R

R R

R

→

→

→

→

→ →

→ →

R

R

R

∈ ⊑ R

R ∈ T ∪ { }

≡

̸⊑

∈ I

R

R

→ →

→ → μ μ

μ

μ

, R

μ M μ μ

τ t , V

O τ t O τ t C

t t

O C ν O τ t

C μ O τ t O τ C

O C μ μ C

u C τ t

τ C μ com

μ

μ μ

μ μ μ

μ μ μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

μ

com μ

μ μ

μ μ

μ

μ μ μ

μ

τ

μ

t μ

μ μ

μ

com

μ

μ

μ

μ

μ μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ μ μ μ μ from ::

primes sieve (from )

sieve (:: ) ::

filter (:: ) if (| )

sel (0 ,:: ) x if (true ) x

sel (s ,:: ) sel (x,z) if (false ) y

f (g (a ,x),f (b ,z)) x g (d ,d ) h

f (g (x,a ),f (c ,z)) z h e

Se a el SR

T del Ejemplo 3.4.4. El SR

T es normal p or la

izquier da. Si c onsider amos la funci´ on de r e emplazamiento dada en el Ejemplo

3.4.4, entonc es es:

El SR

TE es normal p or la izquier da y, p or tanto, fuertemente se cuencial. Lue go

tambí en lo es.

Si es un SR

TE line al p or la izquier da y fuertemente

se cuencial y es tal que , entonc es es fuertemente se cuencial.

CMR

Pue de demostr arse que el SR

T del Ejemplo 5.4.6 es fuertemente

se cuencial. Esto es as ´ ı p or que el SR T :

154

de SR

Ts fuertemente secuenc iales. Sin embargo, el SR

T , donde = , del

Ejemplo 5.4.5 es normal p or la izquierda, luego fuertemente secuencial. Ahora puede

utilizarse el T eorema 8.2.6 para establecer que el propio es fuertemente secuencial.

Presentemos un ejemplo m´ as.

no

A continuaci´ on presentamos un resultado que demuestra que la relaci´ on entre la se-

cuencialidad fuerte de un SR

TE y su -contracci´ on es to dav ´ ıa m´ as estrecha.

= (Σ )

. De acuerdo con la Definici´ on 2.5.19, demostraremos que to da

forma Ω -normal (resp ect o a ) tiene un ´ ındice. Sea ( ) (Σ Ω )

una forma Ω -normal, es decir, ( ( )) = Ø y ( ( )) = Ø. Sea [ ] =

( ) el contexto reemplazante m´ axim o de la -clase [ ] . Adví ertase que, p or

la Prop osici´ on 5.2.8, ( [Ω]) = ( ( ( )). Por el Lema 2.3.3 y la Prop osici´ on

5.7.5, [Ω] es una forma -normal y

, puesto que ( ( )) = ( ( [Ω])) = Ø,

tenemos que ( [Ω]) = Ø. Dado que , p or el T eorema 7.4.8, [Ω] tiene

un ´ ındice reemplazante ( [Ω]). Por la Prop osici´ on 8.2.2, y dado que ( ) =

( [Ω]), obtenemos la conclusi´ on deseada.

Po demos utilizar el T eorema 8.2.8 para decidir acerca de la secuencialidad fuerte de

los SR

TEs.

no

T

T

1 1

1

R

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′ com

μ

μ

μ

μ

l

l

i i i

i

n n

n

l

R

R ⊑

R R

R ∼

∼

{ → | ≤ ≤ } { → | ≤ ≤ }

R

S R

∼ R

S R

R S

P → P

⊆

´

8.2.2 Extensi´ on de clases de SR

Ts fuertemen te secuenciales l hs

μ μ μ

τ

τ r hs

μ

, R , R

, R , R

l hs R l r i n R l r i n

l , . . . , l r , . . . , r , r , . . . , r

Observ aci´ on 8.2.10

on 8.2.11 (Extensi´ on de una clase de SR Ts) es fuertemente se cuencial (de he cho, las primer as tr es ’s est´ an tomadas del

ejemplo de SR

T que no es fuertemente se cuencial dado en la p´ agina 420 de [HL91]).

Por tanto, p or el T e or ema 8.2.8, no es fuertemente se cuencial.

Es c ono cido que el pr oblema de de cidir si un SR

T es fuerte-

mente se cuencial y el de pr op or cionar una implementaci´ on de la r e duc ci´ on de ´ ındic es

p ar a el SR

T examinado se encuentr an estr e chamente r elacionados. De he cho, el pri-

mer criterio p ar a de cidir la se cuencialidad fuerte de los SR

Ts (intr o ducido p or Huet

y Ĺ evy en [HL79, HL91 ]) c onsist ´ ıa en un algoritmo p ar a (intentar) c onstruir un

, una estructur a de datos que sirve p ar a implementar la b ´ usque da de ´ ındic es

en formas -normales. Por tanto, los T e or emas 8.2.6 y 8.2.8 tambí en sugier en una

r elaci´ on entr e las implementaciones de la r e duc ci´ on de ´ ındic es en y en . Esto

es r e almente as ´ ı, tal c omo ver emos en el Cap ´ ıtulo 9.

sc

e quivalentes p or la izquier da

SS SS

sc Se a CL SS una cla-

se de SR

Ts line ales p or la izquier da y fuertemente se cuenciales. L a sc CL

155

no

Los T eoremas 8.2.6 y 8.2.8 establecen que demostrar la secuencialidad fuerte de un

SR TE es equiv alente a demostrar la de su -contracci´ on (siempre que ).

mat-

ching dag

Ω

En las pr´ oximas secciones discutimos el uso de la transformaci´ on para definir

estrategias de reducci´ on de ´ ındices a partir de estrategias de reducci´ on de ´ ındices.

Dado que nuestra discusi´ on sobre estrategias de reescritura se centra en los SR

Ts, y

puesto que la transformaci´ on puede hacer que aparezcan v ariables extra en las ’s

del SR

TE -contracto , empleamos una relaci´ on de equiv alencia entre SR TEs

que p ermita aso ciar a un SR

TE un SR

T ‘equiv alente’. Decimos que (Σ ) y (Σ )

son (y escribimos (Σ ) (Σ )) si tienen las mismas

’s, es decir, tenemos que = 1 y = 1

para t́ erminos , [KM91]. Claramente, dado un SR

TE ,

siempre existe un SR

T que es equiv alente p or la izquierda a .

La secuenc ialidad fuerte es una propiedad indep endiente de la forma concreta de

las partes derechas de las reglas presentes en los SR

TEs considerados. Por este motivo,

en cuanto a la equiv alencia se refiere, si un SR

TE es fuertermente secuencial,

to do SR

TE que sea equiv alente p or la izquierda a tambí en lo es. Adem´ as, el

conjunto de ´ ındices de un Ω-t́ ermino obtenidos a partir de o de son exactamente

los mismos.

El T eorema 8.2.6 hace p osible obtener nuev as clases de SR

Ts lineales p or la izquierda

y fuertemente secuenc iales mediante un op erador : ( ) ( ).

extensi´ on ( )

□ μ

μ

CL

CL

Σ

Σ

+

Σ

⊤

⊤

′′ ′

Demostraci ´ on

R

R

R

R

R

⊤

′

′

R

⊤

S

′ ′

⊤

′

⊤

S

⊤

S

⊤

S

′

⊤

R

′

′ ′

T

T

T

T

T

T

T T

T

T T T

T

T T T

T T T T

T T T T T

T

T

T

T

T

T

´

´

Notaci´ on 8.2.12

Prop osici´ on 8.2.13

T eorema 8.2.14 com

l μ

com

com

l μ

com

com μ

com

l μ

com

l φ

φ

l

com

μ

μ μ com

μ

μ μ μ μ

com

μ

i

μ

μ μ μ

com

l μ μ μ μ . .

m

m μ μ

μ m

μ μ . μ m

μ μ

μ μ

C L

μ μ φ

φ M μ

φ M φ φ φ

φ φ

φ φ φ f

φ f φ f φ f j

j φ f φ f f s l hs l

j φ f i

i μ f j μ f f t l hs

l L l

μ M μ f

i j φ f φ f f

μ μ

P → P

{R ∈ | ∃ ⊒ ∃S ∼ R S ∈ }

R ∈ R

R ⊒

R ∈ R

⊑ ∃S ∈ S ∼ R ∈ R

⊑

⊆ ⊆

P → P

⊑ R R

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆

⊆ R ∈

⊒ S ∼ R S ∈

∈

∈ ⊒ ⊒ S ∼ S S ∈

R ∈ S S ∼ S ∈

R ∈ ⊒

⊃ ⊇

∈ \ S

∉

∈ | ∩ |

∈ R

∈

\

⊑

S R S ∼ S R

R ∈ de CL viene dada me diante la funci´ on SS SS definida c omo sigue:

CL LL CL

Dado un SR

T CL , denotar emos c omo (o simple-

mente ) al c onjunto de funciones de r e emplazamiento que satisfac en

la c ondici´ on r e querida p ar a incluir un SR

T en CL , es de cir, si

y s´ olo si y CL . Observemos que, p ar a to do ,

tenemos que .

CL SS CL SS

SS SS

CL CL extensiva

CL sc CL CL CL

CL CL

Si CL SS, entonc es CL CL .

CL CL

CL CL

CL

CL

CL CL

CL

CL

es un op er ador de cierr e.

156

: ( ) ( )

( ) =

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

El T eorema 8.2.6 asegura que ( ) para to do . Por tanto, el p erfil

: ( ) ( ) propuesto para la funci´ on es correcto. Adem´ as, puesto que

y = (salvo el p osible renombramiento de los s ´ ımb olos de la

signatura), ( ). Por tanto, es y esto justifica que llamemos a

la clase ( ) la extensi´ on de . T ambí en es sencillo comprobar que

implica que ( ) ( ), es decir, es mon´ otona. A continuaci´ on demostraremos

que tambi ´ en es idemp otente.

( ) = ( ( ))

. Siendo extensiv a y mon´ otona, sab emos que ( ) ( ( )).

S´ olo necesitamos demostrar que ( ( )) ( ). Si ( ( )), entonces

existe un y tal que ( ). Si empleamos para referirnos

a funciones de reemplazamiento de la signatura -contracta, esto significa

que existe , con , tal que existe y .

Si = , es inmediato que ( ), p orque = y

, p or

tanto, ( ), luego asumimos que . Entonces existe un tal

que ( ) ( ) ( ). Esto significa que to do argumento -´ esimo para

( ) ( ) es una v ariable en cualquier subt́ ermino ( ~

) de to da de

(puesto que ( ) y utilizando el Lema 4.1.8). Por tanto, el argumento -´ esimo

corresp ondiente (donde ( ) y = I

N ( ) ) en un subt́ ermino (

~

) de la

( ) de la cual obtuvimos tambi ´ en es una v ariable. Por tanto, p o dr ´ ıamos

utilizar la funci´ on de reemplazamiento definida extrayendo de ( ) aquellos

´ ındices corresp ondientes a ´ ındices en ( ) ( ) para cada . Puesto que

eliminam os ´ ındices corresp ondientes a v ariables, se mantiene que . De esta

forma obtendr ´ ıamos directamente a partir de , puesto que = y

p or tanto ( ).

De acuerdo con los resultados anteriores, p o demos establecer la siguiente propiedad

para la funci´ on .

R

Σ com

′ ′ ′ ′

R

R

R

′ ′

′

T

T T T T T T

T

T

T

T

T

                                                                      f(x,y) g(a)

                                                                      f(x,y) g(b)

                                                                      f g

g com

com

l μ

l μ

μ

μ

μ

μ μ

μ μ

com μ

μ μ

μ

μ

∪ ∪ ∩ ∩

R

R ⊑

R

R ∈

⊑ S S ∼ R

R S ∼ R

S ∈

R R

R ∈ R

R →

R

→

→

R R

→

R

{ }

R

→ → ∈

´

μ

μ μ μ

r hs

l hs

μ μ μ

ρ

μ μ

μ , R μ M

, R μ ρ R R

μ μ μ

ρ

μ

μ ρ

, R

l r, l r R σ

σ l l

Observ aci´ on 8.2.15 (Decidibilidad de la clase extendida )

Definicí on 8.2.16 (SR

T no -confuso)

Ejemplo 8.2.17

on 8.2.18 (SR

T no confuso)

157

De hecho, el op erador tambi ´ en preserv a la uni´ on e intersecci´ on de clases de SR Ts:

( ) = ( ) ( ) y ( ) = ( ) ( ).

( ) Σ

( )

( )

( )

( )

En la pr´ oxima secci´ on necesitaremos asegurar que la funci´ on que relaciona las reglas

de un SR

T y su -contracci´ on es una biyecci´ on (es decir, que la -contracci´ on

de un SR

T no sus reglas de reescritura).

= (Σ ) =

(Σ ) no -confuso :

=

( ) = 1

Po demos definir una condici´ on sint´ actica sobre los SR

Ts que asegura esta propiedad

(para to da funci´ on de reemplazamiento mayor que la can´ onica).

= (Σ ) no confuso

( ) =

CL CL CL CL CL CL CL CL

sc Si la clase CL es

de cidible (es de cir, existe un algoritmo que p ermite sab er si un SR T p ertene c e o no

a CL), CL pue de no ser de cidible aunque se a finita. Esto es as ´ ı p or que, en

gener al, el r e c ono cimiento de que un SR T p ertene c e a CL involucr a un pr o c eso

de b ´ usque da de un SR

T en la clase CL que se a e quivalente p or la izquier da a la -

c ontr ac ci´ on de p ar a alg ´ un tal que . Puesto que la c ar acterizaci´ on

de la clase CL pue de dep ender de la forma de las ’s de los SR

Ts, no es p osible

gar antizar que dicho pr o c eso de b ´ usque da termine siempr e enc ontr ando el SR

T que

p ermite ase gur ar que p ertene c e a CL .

No obstante, si la c ar acterizaci´ on de CL s´ olo dep ende de las ’s de los SR Ts,

entonc es la clase CL tambí en ser´ a de cidible.

Otr o c aso de inteŕ es se plante a cuando la clase CL verific a que, p ar a to do CL

y tal que , existe un tal que . Entonc es, el pr oblema de de cidir

si un SR T p ertene c e a CL es e quivalente a de cidir si existe un SR T

tal que CL.

c onfunde

Se a un SR

T, y

. De cimos que es si es una biye c ci´ on.

Consider emos el siguiente SR T :

Si esc o gemos , obtenemos el siguiente SR

T -c ontr acto de :

Como p o demos observar, la funci´ on no es inye ctiva y, p or tanto, no es una bi-

ye c ci´ on y ‘c onfunde’ las r e glas de al -c ontr aerlas. No obstante, si esc o gemos

, es ahor a biye ctiva.

Un SR

T es si, p ar a

to do p ar de r e glas distintas , no existe ning ´ un r enombr amiento

tal que .

μ

sc

□

□

□

T

T

T

T

T

T

Σ

1

1

1

1

1

1

R

′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′

R

′ ′

′ ′

′ ′

′

R

∈ ⊑ →

∈

→

→ → →

≡

⊑

R { } ∩ { }

≤ ≤

R

R ∈ R

8.2.3 Estrategias inducidas μ

com

μ μ

μ

μ μ

μ μ μ μ

n

n

τ

com

n

n

n

n

i

i i i

´

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Prop osici´ on 8.2.19

T eorema 8.2.20

T eorema 8.2.21 ρ

, R

μ M μ μ ρ R R

ρ

α, α R ρ α ρ α α α

α l r

α l r τ l r τ l r τ l τ l

l C l , . . . , l l C l , . . . , l C

l l

μ μ l , . . . , l , l , . . . , l

l , . . . , l l , . . . , l

σ σ l l σ l l i n

σ l l

μ μ

Se a un SR

T line al p or la izquier da y no c onfuso.

Entonc es, p ar a to do tal que , es biye ctiva.

Si CL es una clase de SR

Ts orto gonales, CL es una clase de

SR Ts orto gonales.

Si CL es una clase de SR

Ts line ales p or la izquier da y fuertemente

se cuenciales, p ar a to do CL , es fuertemente se cuencial.

sc inducida

sc

158

Observemos que, en particular, los SR

Ts ortogonales son no confusos. Para los SR Ts

no confusos, la funci´ on siempre es una biyecci´ on, tal como demostramos a conti-

nuaci´ on.

= (Σ )

:

. S´ olo necesitamos demostrar que es inyectiv a puesto que, p or

definici´ on, ya sab emos que es sobreyectiv a. Por tanto, demostramos que, para cual-

quier par de reglas , tenemos que, si ( ) = ( ), entonces = . Lo

hacemos p or contradicci´ on: sup ongamos que existen dos reglas distintas :

y : tales que ( ) = ( ). Entonces, ( ) = ( ), lo cual

significa que p o demos escribir = [ ] y = [ ], donde [ ] es el

contexto reemplazante m´ aximo que corresp onde a la -clase com ´ un a y . Sin em-

bargo, puesto que , se tiene que , que son los subt́ erminos

situados sobre o currencias no reemplazantes, son to dos s ´ ımb olos de v ariables. Dado

que es lineal p or la izquierda, p o demos asumir que = Ø.

Definiendo el renombramiento como sigue: ( ) = y ( ) = para 1 ,

obtenemos ( ) = . Por tanto, no satisface la Definici´ on 8.2.18.

Por tanto, la condici´ on sint´ actica de no confusi´ on es suficiente para garantizar, para

cualquier funci´ on de reemplazamiento , que el SR

T es no -confuso.

Finalmente, demostramos que el op erador preserv a la ortogonalidad de los SR Ts.

( )

. Inmediata, p or definici´ on de y p or el T eorema 5.3.10.

Desafortunadamente, no p o demos asegurar un resultado an´ alogo para la clase de

SR Ts cuasi ortogonales.

El op erador preserv a el caracter fuertemente secuencial de los SR Ts.

( )

. Inmediata, p or definici´ on de y p or el T eorema 8.2.6.

En esta secci´ on definimos el concepto de estrategia geń erica p or una es-

trategia geń erica. Empleamos los resultados anteriores para demostrar que dichas

estrategias son -normalizantes si las estrategias originales son estrategias de reduc-

ci´ on de ´ ındices.

^

1

1

1

T

T

T

R R R

R

−

S

R

−

S

R

S

R

S

−

{ R | R ∈ ∧ ∈ R ∧ }

R ∈

∈

T

S ∼ R

R

R ⊑

R S ∼ R

⊂

S

R

R

R

, μ μ m ρ

, μ

μ , t

, V

t ν τ t

t ρ τ t

μ μ μ

t μ τ t

t

t τ

ν

μ

´

ind

ind

μ

ind

μ μ μ

μ

t μ

μ

μ μ

l μ

com

μ

μ

l μ

sc can

ind

ind

sc

can

μ

μ

μ

t

Definicí on 8.2.22 (Estrategia geń erica inducida)

Observ aci´ on 8.2.23

Observ aci´ on 8.2.24

on 8.2.25

159

I F inductora

sc inducida I F

( ) = ( ) ( ) ( )

sc ( ) ( )

inducida I

F = (I P I R )

(Σ )

I P ( ) = (I

P ( ( )))

I R ( ) = (I

R ( ( )))

Cada concreci´ on del ob jeto esp ecificado p or la Definici´ on 8.2.22 para un SR

T es

una -estrategia para p orque, de acuerdo con el T eorema 5.7.10, cuando ,

un t́ ermino es una forma -normal, si y s´ olo si ( ) es una forma normal resp ec to

a y I

F es una estrategia de reescr itura para .

( ) ( )

( )

( ) sc ( )

( ) ( )

( ) directamente

El c´ alculo del comp onente I

P ( ) de una estrategia inducida (Definici´ on 8.2.22) para

un t́ ermino dado se realiza empleando para pasar al ´ ambito del SR

T equiv alente

p or la izquierda a , utilizando a continuaci´ on el comp onente I

P de la estrategia

original y volviendo al ´ ambito de mediante .

sc

Si la estrategia geń erica I

F es estructural, entonces, ba jo ciertas condiciones, su estra-

tegia tambí en lo es.

I F

I P sc Dada una estr ate gia geń eri-

c a (l lamada estr ate gia ) p ar a una clase CL de SR

Ts line ales p or la izquier-

da, definimos su estr ate gia geń eric a , p ar a la clase

VP CL CL es biye ctiva

c omo la estr ate gia geń eric a que, a c ada p ar v´ alido VP CL , le aso cia

la -estr ate gia (l lamada tambí en ) , donde, p ar a to do

:

siendo .

A difer encia de las clases VP CL y VP CL , la clase

VP CL se r efier e, en gener al, a m´ as SR

Ts de los c ontenidos en la pr opia clase

CL. Esto es as ´ ı p or que los SR

Ts implic ados en la c onstituci´ on de los p ar es v´ ali-

dos en VP CL pr o c e den de la extensi´ on CL de CL (que pue de verific ar

CL CL ) mientr as que los SR

Ts involucr ados en los p ar es v´ alidos de VP CL

o VP CL pr o c e den de CL.

Si p o demos demostr ar que la estr ate gia geń eric a inducida es

estructur al y est´ a b asada en la misma funci´ on de sele c ci´ on que la estr ate gia inductor a

c orr esp ondiente, no es ne c esario emple ar la funci´ on de -c ontr ac ci´ on p ar a c alcular la

p osici´ on del r e dex a r e ducir; b asta c on aplic ar la funci´ on de sele c ci´ on sobr e el c onjunto

de r e dexes r e emplazantes del SR

T . Por tanto, la estr ate gia inducida c oincide c on

la r estringida.

sc inducida

Se a una estr ate gia geń eric a estructur al, p ar a una clase CL

de SR

Ts line ales p or la izquier da, que est´ a b asada en la funci´ on de sele c ci´ on . Si,

□ μ

μ

L L

L

μ

1 1

1 1

1 2 1 2

1 1

1 1

Demostraci ´ on

^ ^

^

^

^ ^

^

^

^

^

{

^

^

^ ^

Ejemplo 8.2.26

T eorema 8.2.27

R ∈ R ∈ T ⊆

∈ ∈

{ }

{ }

{ }

R ⊑

{ } { }

{ }

{ }

{ }

R

−

S

−

R

R

R S

R

−

R R

−

R

R

≤ ≤

≤

R

R

−

S

−

R

− −

R R

´

´

ind μ

t t ind

μ

t μ

t μ

μ

t

μ μ t μ

μ

μ

t t μ μ

t t μ

μ

t

com

μ

t μ

t μ

t t

μ μ

ind

ind

ind

, μ , R t , V U O t

U ν U ν U

t

ν τ t ν O τ t

μ t τ t

u O t ν u

O τ t O τ t ν O t O τ t

t ν ν O t t ν ν O t

O t

ν t

U min U i.u min U i

max U

t f x, s , s s s μ f ,

μ μ

t ν τ t ν O τ t

ν , ν

t O t , p ar a to do VP CL tal que , y c ada y

tal que , se tiene que , entonc es es una estr ate gia

estructur al (b asada en ).

sc sc

Consider emos la siguiente funci´ on de sele c ci´ on :

si e es p ar

en otr o c aso

Si c onsider amos el t́ ermino , donde y son r e dexes y ,

entonc es, de acuer do c on la Definici´ on 8.2.22, p ar a un SR

T tal que

c alculamos

Sin emb ar go, al utilizar la Pr op osici´ on 8.2.25, obtenemos

Lue go existe una disc or dancia entr e los r e dexes sele c cionados p or amb os ḿ eto dos.

sc

sc

Si es una estr ate gia geń eric a de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a una

clase CL de SR

Ts line ales p or la izquier da y fuertemente se cuenciales, entonc es

es una estr ate gia geń eric a de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a VP CL .

160

( ) ( ) = (Σ ) (Σ ) ( )

= Ø (I

P ( )) = I

P( ( )) I F

sc I P

. Por la Definici´ on 8.2.22 y p or hip´ otesis, tenemos que I

P ( ) =

(I P ( ( ))) = (I

P( ( ( )))). Por el Lema 2.3.3 y el Corolario 5.7.8, los

-redexes en un t́ ermino y los redexes en ( ) est´ an en corresp ondencia biun ´ ıvo-

ca, es decir, a cada ( ) le corresp onde una o currencia distinta ( )

( ( )) = ( ( )) y s´ olo ´ esta. Por tanto, puesto que ( ( )) = ( ( )), tene-

mos que I

P ( ) = (I

P( ( ( )))). Por hip´ otesis, I

P ( ) = ( (I

P ( ( )))) =

I P( ( )).

En general, a partir de una estrategia geń erica estructur al I

F no es p osible expresar

la estrategia geń erica inducida (Definici´ on 8.2.22) como una estrategia generica

estructural (como en la Definici´ on 8.1.14) si la funci´ on de selecci´ on I

P de la estrategia

geń erica estructural no conmuta (tal como se expresa en la Prop osici´ on 8.2.25) con

cada para cada t́ ermino .

I P

I P( ) =

( ) = ( )

( )

= ( ) ( ) = 2 3

I P ( ) = (I

P ( ( ))) = (I

P ( ( ( ))))

= (I

P( 1 2 )) = ( 2 )

= 3

I P ( ) = I

P ( ( )) = I

P( 2 3 )

= 2

A continuaci´ on presentamos el resultado principal de este cap ´ ıtulo: dada una estra-

tegia geń erica de reducci´ on de ´ ındices I

F , la estrategia geń erica inducida I

F es

una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices.

I F

I F

sc ( )

T

1 1

Σ

□

□

□

S

S

R

−

S

−

R

R

S

⊤

8.3 T raba jos relacionados

8.3. TRABAJOS RELACIONADOS

R ∈ ∈ T

S ∼ R ∈ J

J

∈ I

R ∈ R

R

R

∈

⊑ S ∼ R

R ∈ R ∈

T eorema 8.2.28

T eorema 8.2.29

´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

, μ t , V μ

τ t

τ t v τ t

τ t v ν u

t ν τ t ν v u t .

, μ

μ

, R μ

μ M

μ μ

t μ t

, μ ind

μ

l μ

μ μ μ v

μ u t

μ

t μ

t μ

u

ind

μ ind

ind

ind

ind

ind

ind ind

com

l μ

μ

VP CL

VP CL

sc

Si es una estr ate gia geń eric a de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a una

clase CL de SR

Ts orto gonales y fuertemente se cuenciales, entonc es es una es-

tr ate gia geń eric a estabilizante y -normalizante p ar a VP CL .

VP CL

sc

VP CL

sc

sc

sc

sc

Se a un SR

T line al p or la izquier da, no -c onfuso, fuer-

temente se cuencial y uniformemente c onver gente a la r a ´ ız r esp e cto a tal que

. Se a una estr ate gia de r e duc ci´ on de ´ ındic es p ar a un SR T y

se a un t́ ermino normalizante. Entonc es, obtiene una forma -normal de .

p ar al lel outermost

CL

161

. Sea ( ) ( ) y (Σ ) un t́ ermino -reducible.

Por el T eorema 5.7.10, ( ) es reducible. Puesto que I

F es una estrategia de re-

ducci´ on de ´ ındices para , tenemos que I

P ( ( )) = ( ( )[Ω ] ) =

( ( [Ω] )) si = ( ). De acuerdo con la Definici´ on 8.2.22,

I P ( ) = (I

P ( ( ))) = ( ) = ( [Ω] )

Por tanto, dado que, p or el T eorema 8.2.21, para to do ( ) ( ), es

fuertemente secuenc ial, la concreci´ on I

F de I

F es una -estrategia de reducci´ on

de ´ ındices para .

Las estrategias inducidas definidas para clases de SR

Ts ortogonales disfrutan de

las buenas propiedades de las estrategias de reducci´ on de ´ ındices reemplazantes.

I F

I F

sc sc ( )

. Por el T eorema 8.2.20, to do SR

T de la clase ( ) es or-

togonal. Por el T eorema 8.2.27, la estrategia I

F es una estrategia geń erica de

reducci´ on de ´ ındices para ( ). Por el T eorema 7.5.2 I

F es estabilizante y

p or el T eorema 7.5.7 es -normalizante.

Aunque los resultados sobre el car´ acter estabilizante y -normalizante de una estra-

tegia de reducci´ on de ´ ındices est´ an dados para SR

Ts cuasi ortogonales (T eoremas

7.5.2 y 7.5.7), no p o demos garantizar que la extensi´ on de una clase de SR

Ts cuasi

ortogonales s´ olo contenga SR

Ts cuasi ortogonales, debido a que el op erador s´ olo

preserv a la ortogonalidad. Por este motiv o el T eorema 8.2.28 se limita a SR

Ts orto-

gonales.

Po demos dar un resultado aplicable a una clase m´ as amplia de SR

Ts si nos limi-

tamos a la reducci´ on de t́ erminos normalizables.

= (Σ )

I F

I F

. Inmediata, empleando el T eorema 8.2.27 y el T eorema 7.5.8.

El T eorema 8.1.17 incluye el resultado de Middeldorp “ es esta-

bilizante” puesto que, para to do SR

T ortogonal , tenemos que ( )

⊤

→ →

R R ( )

VP CL ind

μ

´

´

162

( ) y = . No obstante, el T eorema 8.1.17 mejora el resultado de

Middeldorp puesto que, en general, evitaremos reducciones in ´ utiles mediante las res-

tricciones de reemplazamiento adicionales.

R

R

Cap ´ ıtulo 9

Implem en taci´ on

index tr e es

sc

p attern matching

9.1 Implemen taci´ on de estrategias de reescritura

En este cap ´ ıtulo ab ordamos el problema de la implementaci´ on de las estrategias de

reescritura sensible al contexto basadas en la reducci´ on de ´ ındices.

En la Secci´ on 9.1 esb ozamos la problem´ atica general planteada p or la implemen-

taci´ on del pro ceso de reescr itura lo que, en la pr´ actica, llev a a concretar ´ esta en la

implementaci´ on de una estrategia u otra.

En la Secci´ on 9.2 revisamos la implementaci´ on de las estrategias de reducci´ on de

´ ındices mediante , una estructura de datos que puede aso ciarse a cualquier

SR T ortogonal fuertemente secuencial.

En la Secci´ on 9.3, demostramos que es p osible aprovechar la implementaci´ on de

una estrategia de reducci´ on de ´ ındices para obtener una implementaci´ on de la estra-

tegia inducida corresp ondiente.

A p esar de su definici´ on m´ as o menos abstracta, cualquier estrategia de reescr itura

I F para un SR

T deb e ser implementada (normalmente sobre arquitecturas con-

vencionales, no esp ecialmente dise ~ nadas para realizar tareas de b ´ usqueda de redexes

y reemplazamientos) mediante determinadas estructuras de datos y algoritmos. Exis-

ten algoritmos de prop´ osito general dise ~ nados para implementar las distintas tareas

involucradas en la realizaci´ on efectiv a del pro ceso de reescritura [HO82, O’D85]:

1. Lo calizaci´ on de los redexes existentes en un t́ ermino ( ),

2. Selecci´ on del siguiente reemplazamiento que deb e realizarse,

3. Realizaci´ on del reemplazamiento.

163

CAP ´ ıTULO 9. IMPLEMENT ACI

´

estructur a de datos

matching dag

matching dag

tambí en indic a que es ese r e dex el que deb e ser r e ducido

p ar a normalizar dicha expr esi´ on

matching dag

algoritmo

matching dag matching dag

ar c os de fal lo

matching dag

matching dag

164

En muchos casos, estas tareas se intercalan. Se han desarrollado algoritmos eficientes

para implementar la fase 1, es decir, para lo calizar los redexes existentes en un t́ ermino.

Dichos algoritmos son aplicables a programas lineales p or la izquierda [HO82, HO82b,

O’D85, NWE97, SRR95].

Si deseamos obtener una implementaci´ on capaz de computar la forma normal de

un t́ ermino siempre que ´ esta exista, la definici´ on de algoritmos para seleccionar el

siguiente reemplazamiento que deb e realizarse (la fase 2 anterior) es cr ´ ıtica. De he-

cho, este problema ha dado lugar a una gran cantidad de estudios te´ oricos y pr´ acticos

[Dur94, HL79, HL91, HO79, O’D77, O’D85, She94, SRR95, Str88, Str89, TSEP93]

cuyos primeros exp onentes fueron [HL79, O’D77]. En particular, Huet y Ĺ evy pro-

p orcionaron un pro cedimiento completo de normalizaci´ on para SR

Ts ortogonales y

fuertemente secuenciales basado en la reducci´ on de redexes situados sobre ´ ındices.

Dicho pro cedimiento consta de los siguientes elementos [HL79, HL91]:

1. Una ; un grafo dirigido ac ´ ıclico (con algunos arcos adicio-

nales) llamado , que viene determinado p or el SR

T concreto cuya

ejecuci´ on se desea implementar. La misi´ on de este grafo es guiar la b ´ usqueda

del redex que deb er´ a ser reducido en cada paso de reducci´ on. Sin embargo, no

se trata de un simple aut´ omata que detecta la presencia de un redex en el seno

de una determinada expresi´ on inicial (al estilo de los algoritmos presentados en

[HO82, NWE97]). Cuando el indica la presencia de un redex en

la expresi´ on a reducir,

(de hecho se trata de un redex situado sobre

un ´ ındice). Por tanto, el sirve para implementar las dos primeras

tareas involucradas en el pro ceso de reducci´ on.

2. Un que recorre la expresi´ on de entrada de acuerdo con las transicio-

nes esp ecificadas p or el . El est´ a dise ~ nado de mo do

que cada s ´ ımb olo del t́ ermino a normalizar se insp ecciona s´ olo una vez. A ello

contribuyen los arcos adicionales a ~ nadidos sobre el grafo ac ´ ıclico b´ asico. Dichos

arcos se denominan pues su misi´ on es manejar (eficientemente) la

continuaci´ on del pro ceso de b ´ usqueda del redex a reducir cuando un empareja-

miento parcialmente completado resulta ab ortado p or la lectura de un s ´ ımb olo

de la expresi´ on a reducir con el cual no es p osible continuar el emparejamiento

en curso.

La construcci´ on del es una tarea compleja. En [KM91], los autores

conjeturaban que, en el caso general, su construcci´ on es un problema NP-completo.

Recientemente, Durand ha demostrado que, de hecho, es un problema co-NP-completo

[Dur95]. Por tanto, v arios autores han estudiado el problema de identificar sub clases

de SR

Ts para los cuales la construcci´ on de un , o una estructura equiv a-

⊂

1

1

B

B

matching

dag

9.1. IMPLEMENT ACI

´

ON DE ESTRA

TEGIAS DE REESCRITURA

Sin embargo, tal como apuntan Huet y Ĺ evy , es p osible forzar el determinismo en un

, ver [HL91], pag. 430.

index tr e es index tr e e

matching dag

index tr e e b oun-

de d SS

SS SS

forwar d br anching FB index tr e es forwar d

br anching index tr e es

FB SS FB SS

FB

index tr e es

matching dag

incr emental

lo c al

estabilizaci´ on fuerte forwar d br anching

tr ansitivos

TR SS

165

lente, requiera un esfuerzo computacional inferior [O’D77, Dur94, MS97, Str89]. En

este sentido, Strandh intro duce los [Str89]. Un es un aut´ omata

de estado finito (y p or tanto determinista, p or op osici´ on al de Huet y

Ĺ evy ). Durand ha demostrado que la clase de los SR

Ts (ortogonales) fuertemente

secuenciales que admiten la definici´ on de un (que son llamados SR Ts

, clase denotada p or la letra ) coincide con la clase de los SR

Ts ortogonales

y fuertemente secuenciales, es decir, = [Dur94]. Para una sub clase de , los

SR Ts ( ), existe una clase esp ecial de (los

) que pueden construirse con una complejidad temp oral cua-

dr´ atica en el tama ~ no de las partes izquierdas del SR

T (ver [Dur94] y tambí en [MS97]

donde se prop onen algunas mejoras adicionales en el algoritmo de construcci´ on). La

clase est´ a estrictamente contenida en : [Str89].

Otra l ´ ınea de investigaci´ on se ha inspirado en un resultado de S. Thatte que es-

tablece la p osibilidad de aso ciar un SR

T BC a cualquier SR

T de mo do que sean

sem´ anticamente equiv alentes [Tha85]. Durand y Salinier identificaron la sub clase de

SR Ts fuertemente secuenc iales cuyo car´ acter fuertemente secuencial resulta preserv a-

do p or la transformaci´ on de Thatte [DS93, Sal95

]. La implementaci´ on de los SR T

BCs fuertemente secuenciales es m´ as simple: Strandh demostr´ o que la clase de los

SR T BCs fuertemente secuenciales est´ a incluida en . Recientemente, se ha de-

mostrado [HLM98] que la implementaci´ on de los SR

T BCs fuertemente secuenciales

puede realizarse mediante ´ arb oles definicionales [Ant92], una estructura de datos a ´ un

m´ as simple que los .

Sup oniendo la existencia de un , el coste aso ciado a la realizaci´ on de

un paso de reducci´ on empleando el algoritmo de Huet y Ĺ evy es lineal en el tama ~ no

del t́ ermino ev aluado. Sin embargo, los c´ omputos no pueden realizarse de forma

en el caso general. Con esto queremos decir que, tras realizar el reempla-

zamiento de un redex situado sobre un ´ ındice, el pro ceso de b ´ usqueda de un nuevo

redex contin ´ ua desde la ra ´ ız del t́ ermino, sin tener en cuenta la parte del t́ ermino que

ya fue insp eccionada y que no ha cambiado. Si p o demos reanudar la b ´ usqueda de

un nuevo redex situado sobre un ´ ındice de forma , es decir, sin volver a emp ezar

en la ra ´ ız del t́ ermino completo, parece claro que obtendremos mejoras en el coste

global del pro ceso de normalizaci´ on. Por esta raz´ on, otras l ´ ıneas de traba jo han inci-

dido sobre este tema [O’D77

, SPR89, TSEP93]. En particular, Strandh prop orciona

un algoritmo de para los SR

Ts que op era de

forma incremental [Str89]. T ambi ´ en T oyama et al. han definido los SR Ts

( ), una sub clase de para la cual p o demos encontrar ´ ındices adecuados para op e-

R

R

~

~

~

0

0

Ω

Ω Ω

Ω

Ω μ

l μ

I P I P

u

<

u

u

u

9.2 Index trees

´

´

Definicí on 9.2.1

Definicí on 9.2.2 ( )

R

S ∼ R

× → ∈ ⊆

→

⊎ ⟨ ⟩ ∈

R

∈ T ∪ { } ∈

|

∃ ∈ ∀ ∈

⟨ ⟩ ∈

R ∈ I

R R

⟨ ⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

∈ R μ

μ

I T Q, , δ, q , F , ϕ

Q δ

Q Q q Q F Q

δ

ϕ Q Q Q

Q F π , u Q

F L

t , V u O t

t t

t u O t v O t

v v < u u

t

π , u π

L u π u π

q π , u f

δ π , u , f π f , v

δ π , u , f π f

π f L

FB TR

index tr e e

index tr e e

index tr e e

index tr e e

funci´ on de fal lo

index p oints

index p oints

Se a . L a o curr encia es una

o curr encia fuertemente estable de si y s´ olo si es fuertemente estable.

Se dic e que el -t́ ermino es si y s´ olo si tal que, , o

bien es fuertemente estable o bien ; en ese c aso, a la o curr encia se le l lama

una extensi´ on firme de .

index p oint

index tr e es

Index p oint Un es un p ar , donde

es un -t́ ermino firme y es una extensi´ on firme de tal que .

IP index p oints

funci´ on de tr ansfer encia

166

rar con ellos de forma incremental [TSEP93]. En [Dur94] se demuestra que = .

En este cap ´ ıtulo mostramos que, dada una funci´ on de reemplazamiento , una imple-

mentaci´ on de una estrategia de reducci´ on de ´ ındices I

F (para un SR

T ortogonal y

fuertemente secuencial) empleando un puede ser reconvertida de forma in-

mediata a un que implementa la -estrategia inducida I

F corresp ondiente

(para ).

Un = ( Σ ) es un aut´ omata finito [HU79] constituido p or

un conjunto de estados , un alfab eto Σ, una funci´ on (parcial) de transferencia :

Σ , un estado inicial y un conjunto de estados finales

[Str89, Dur94]. Adem´ as de la funci´ on de transferencia habitual , un

incorp ora tambí en una : . El conjunto de estados =

, consta de pares denominados y estados finales

= ( ). Los se definen a partir de las no ciones de o currencia

fuertemente estable y t́ ermino firme que presentamos a continuaci´ on.

[Dur94] (Σ Ω ) ( )

Ω firme ( ) ( )

Ahora estamos en condiciones de definir el concepto de que desemp e ~ na

un pap el esencial en la definici´ on de los .

[Dur94] index p oint

( ) Ω ( )

Escribimos ( ) para referirnos al conjunto de de un SR

T . El

alfab eto de s ´ ımb olos que el aut´ omata lee es precisamente la signatura Σ. Dado un

estado = y un s ´ ımb olo de funci´ on , la prop orciona

el nuevo estado en el que se instalar´ a el aut´ omata:

( ) = [ (Ω )]

o simplemente

( ) = [ (Ω )]

si la transici´ on llev a a un estado final [ (Ω)] ( ).

T μ

0

0

0

′ ′

′

′

R

S

I P

u

μ

l μ

μ μ μ μ μ

μ μ

⟨ ⟩ ∈

⟨ ⟩

̸⟨ ⟩

̸|

→ →

→

R ∈ ⊆

S ∼ R f(g(x,a),a) a g(b,b) a

f(g(a,x),b) a

9.3 Implemen taci´ on de -estrategias induci das

9.3. IMPLEMENT

´

ON DE -ESTRA

TEGIAS INDUCIDAS

Definicí on 9.2.3 (Punto de recup eraci´ on )

Ejemplo 9.2.4 μ

q , ϵ Q

ϕ ϕ q q q

q

p π , w

π q π , v p

u ϵ w u.v π π q p

p p

q q

ϕ

p

ϕ p q q p

B

B S S

S S

Q, , δ, q , F , ϕ μ

Q , , δ , q , F , ϕ index p oint

funci´ on de fal lo punto de r e cup er aci´ on

failur e p oint index tr e e

Se a un

tal que . Un es un de si y s´ olo

si existe una tal que y . Un punto de r e cup er aci´ on de es

el de si y s´ olo si to do punto de r e cup er aci´ on de

distinto a es un punto de r e cup er aci´ on de .

index p oint

index tr e e

index tr e e b ounde d

matching dag index tr e es

Consider emos el siguiente SR

T (tomado de [Dur94 ]):

El aso ciado a este SR

T es el pr esentado en la Figur a 9.1.

CL CL

index tr e e IT

CL index

tr e e IT

167

El estado inicial es = Ω (que trivialmente es un ).

La , , es ( ) = si y s´ olo si es un

( ) inmediato de . Los puntos de recup erac i´ on son no dos del

que se encargar´ an de manejar las situaciones de emparejamiento parcial fallido, for-

zando la b ´ usqueda de un nuevo emparejamiento sobre un subt́ ermino del t́ ermino

insp eccionado.

[Dur94] = index p oint

= Ω index p oint = punto de recup er aci´ on

= = =

punto de recup eraci´ on inmediato

Una vez definido el concepto de punto de recup eraci´ on, la funci´ on de fallo se define

como sigue: para to do ,

( ) = si y s´ olo si es el punto de recup eraci´ on inmediato de

Para un estado final, tanto la funci´ on de transici´ on como la funci´ on de fallo p erma-

necen indefinidas.

Los SR

Ts ortogonales que admiten la definici´ on de un que represe nta

sus reglas de reescritura (recogiendo to dos los esquemas de redexes aso ciados al SR T,

y s´ olo ´ estos, como estados finales del ) se denominan SR

Ts ( ).

Durand ha demostrado que dicha clase coincide con la clase de SR

Ts ortogonales

fuertemente secuenciales ( = ). La demostraci´ on se realiza mostrando que hay

una corresp onden cia inmediata entre el de Huet y Ĺ evy y los

de Strandh.

b ounded

index tree

Dado un SR

T ortogonal ( ) para una clase , deseamos aso ciarle

un (inducido) = ( Σ ), que implemente la -estrategia I F

inducida a partir de la estrategia de reducci´ on de ´ ındices I

F para un SR T

de (ver la Definici´ on 8.2.22) cuya implementaci´ on se realiza mediante un

= ( Σ ). V eremos que esto es p osible despú es de establecer

algunos resultados auxiliares.

W, eW, ef(W,W), 2 g(W,W), 1 g(b,W), 2 f(W,b), 1 f(W,a), 1 fgabbgf(g(W,W),a), 1.2 f(g(W,W),b), 1.1 g(b,b) bf(g(a,W),b) af(g(W,a),b) ag(W,W), 2 g(W,b), 1 b

′

□ μ

μ μ

μ

μ

μ

μ

R

R

′

′

R

′ ′

R

Σ

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Σ

Ω Ω

Ω

Ω Ω Ω

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

CAP ´ ıTULO 9. IMPLEMENT ACI

´

ON

μ μ

μ τ μ

μ μ

μ

μ μ μ

μ

μ com

com

τ μ

μ

μ μ

l l com

μ μ

com

<

τ

< μ

<

μ

< μ

μ

< <

Notaci´ on 9.3.1

Prop osici´ on 9.3.2

Prop osici´ on 9.3.3

⊆ T ∪ { } ⊆ T ∪ { } ≃

T ∪ { } → T ∪ { }

→

R R ⊑

R ∈ ⊑

R ≃ R

R R R

∈ R

∈ T ∪ { } ⊔ ⊑ ⊑

R ∈ ⊑

R ≃ R

∈ R ∈

R R R

T , V T , V T T

τ , V , V T

τ T T T T

τ

μ μ μ

, R μ M μ μ

L L

L τ L

l , l L

l , l μ μ μ μ

l l τ l τ l

μ

, R μ M μ μ

L L

π L τ π

L τ L L index tr e e

En las pr op osiciones siguientes, dados los c onjuntos de t́ erminos

y , denotamos c omo el he cho

de que la r estric ci´ on de al c onjunto es una

biye c ci´ on entr e y .

Se a un SR

TE y tal que . Entonc es

.

Se a un SR

TE y tal que . Entonc es

.

168

Figura 9.1: Ejemplo de

(Σ Ω ) (Σ Ω )

: (Σ Ω ) (Σ Ω )

:

A continuaci´ on demostramos que es una biyecci´ on entre los conjuntos de esquemas

de redexes aso ciados a un SR

TE y su -contracci´ on (siempre que ).

= (Σ )

( ) ( )

. T enemos que ( ) = ( ( ) ) p or definici´ on de . En-

tonces, la sobreyectividad es inmediata. Puesto que, para to do ( ), tenemos

que (Σ Ω ) y (recordemos la Observ aci´ on 5.7.1), p or

el Corolario 5.7.11, = si y s´ olo si ( ) = ( ). Esto concluye la demostraci´ on.

De forma an´ aloga, existe una biyecci´ on entre los preredexe s de un SR

TE y su -

contracci´ on.

= (Σ )

( ) ( )

. En primer lugar, demostramos que ( ) implica que ( )

( ) , es decir, que la restricci´ on de a ( ) es una funci´ on de ( ) a

~

□ μ

μ

μ

μ

μ

μ

′ ′

′

′

′

′ ′

Demostraci ´ on

R

′

′ ′ ′ ′

R R

R

R

R

′ ′

R

′ ′

Prop osicí on 9.3.4

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω Ω

Σ

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

9.3. IMPLEMENT ACI

´

ON DE -ESTRA

TEGIAS INDUCIDAS

index p oints

Se a un SR

T y tal que . Entonc es

IP IP .

IP IP

IP

IP

index p oint

IP

IP

< μ <

μ μ

π l com

μ μ μ

μ

< μ

μ

< μ

μ μ μ μ

<

τ

μ μ

τ

μ μ

<

<

μ μ

<

π com

π com

π π

com

μ

com

μ

μ

μ π

μ π μ <

μ com

u

<

u μ

π μ

π μ

π μ

μ u

com

μ

μ μ u μ

u u

μ π μ

u u

R ∈ R ∈ R

̸

⊑ ⊑ ⊑ ∈ R

∈ R

∈ R

∈ R

R ≡

≡ ∈ T ∪ { }

∈ T ∪ { }

∈ R

∈

R ⇒ ∈ T ∪ { } ∈ R

⊑ ⊑ ⊔ ⊑

⊑

R R

R ∈ ⊑

R ≃ R

R R

⟨ ⟩ → ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ∈ R

⟨ ⟩ ∈ R ∈ I ∈ R

∈ ⊑ |

∈ R

• ↑ ∈ I

∈ ‖ |

⊑

|

| |

⟨ ⟩

⟨ ⟩ ∈ R

⟨ ⟩ ∈ R ∈ ‖

| | μ

L π L π < l l L π

π τ π

μ μ μ μ μ τ π < τ l L

τ π L

τ π L

τ π < τ l l L τ π π

L π π

τ π π C C

l

π π

τ π < τ l

l

π < l π L

π , π

L τ π τ π π π π , π π , π L

μ μ μ μ μ μ

μ μ

, R μ M μ μ

π , u τ π , ν u π , u

τ π , ν u u π π L

u O π μ μ π

l L π < l

u π π l u π

ν u τ π

ν u τ π

ν u τ π

u O π u u τ π

μ μ

O π O π ω τ π

ω π π u

π π , u

τ π , ν u

π , u u π u O π u u

π ω π

169

( ) . Por definici´ on, ( ) si y s´ olo si para alg ´ un ( ) y = Ω.

Si = Ω, entonces ( ) = Ω . Por otro lado, p or la Prop osiciones 4.1.5 y 4.1.10,

. Dado que , p or la Prop osici´ on 5.7.4, ( ) ( ) ( ).

Por tanto, ( ) ( ).

Ahora demostramos la sobreyectividad. Por definici´ on, ( ) ( ) si y s´ olo

si ( ) ( ) para alg ´ un ( ) y ( ) = Ω . Deb emos demostrar que es

un preredex en ( ) (para alg ´ un en su -clase). Como el ´ unico cuya imagen

p or es Ω es Ω, se sigue que = Ω. Consideremos que = [Ω], donde [ ]

es el contexto reemplazante m´ axim o de esta -clase. Puesto que (Σ Ω ),

tenemos (Σ Ω ). De no ser as ´ ı, si hay una o currencia de v ariable en

deb e ser reemplazante y

, p or tanto, ser ´ ıa imp osible que ( ) ( ), p orque no hay

o currencias de v ariables en un esquema de redex . Por este motiv o, y aplicando la

Prop osici´ on 5.7.5, ; es decir, ( ).

Finalmente demostraremos la inyectividad. Hay que probar que, para to do

( ) , ( ) = ( ) = . Puesto que (Σ Ω ), y ( ) ,

p or las Prop osiciones 4.1.5 y 4.1.10, y , es decir,

. Empleando el Corolario 5.7.11, concluimos la demostraci´ on.

Los resultados anteriores p ermiten demostrar la existencia de una biyecci´ on entre los

conjuntos de aso ciados a y .

= (Σ )

( ) ( )

. Definimos una biyecci´ on entre ( ) e ( ) mediante la fun-

ci´ on ( ) ( ) . En primer lugar demostramos que, si ( ),

entonces ( ) ( ) ( ). Dado que ( ) y ( ), deb e tenerse

( ). De no ser as ´ ı, puesto que , corresp onder ´ ıa a una v ariable de

la regla que intro duce el preredex ( ) para el cual . Pero, en ese caso,

no puede ser un ´ ındice de p orque [ ] . Por tanto, ( ) y

, de acuerdo

con la Prop osici´ on 8.2.2, ( ) es un ´ ındice de ( ). A continuaci´ on demostramos

que ( ) es una extensi´ on firme de ( ) que, a su vez, es un t́ ermino firme. Pro ce-

diendo p or contradicci´ on, sup ongamos que ( ) no es una extensi´ on firme de ( ).

Entonces existe una ( ), con , tal que ( ) no es fuertemente estable

(observemos que esta descrip ci´ on es correcta puesto que, siendo , tenemos

que ( ) = ( )). Por tanto, es un t́ ermino fr´ agil; es decir, ( ( )) = Ω y ,

p or la Prop osici´ on 5.7.16, ( ) = Ω. En ese caso, no es firme y no es una

extension firme de ; es decir, no es un .

Ahora demostramos, p or contradicci´ on, que ( ) ( ) ( ) implica que

( ). Si no es una extension firme de , existe una ( ), con ,

tal que no es fuertemente estable. Por tanto ( ) = Ω y

, p or la Prop osici´ on

□

□

′

′ ′

′

′

′

′

IP

IP

IP

IP μ

π

μ

μ π

μ

μ

μ

π

Demostraci ´ on

Ω

( )

Ω Ω

Σ

0

0

1

Ω

Ω Ω

( )

Σ

0

0

T eorema 9.3.5

T eorema 9.3.6

´

´

∗ ′

R

−

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

R

S

R

′ ′ ′ ′ μ u μ μ

μ u μ ν u

μ π

<

τ

< μ μ

ν μ

com

l μ

μ μ μ μ μ

μ μ

μ π μ

μ μ

μ

μ π μ μ π

μ

μ π μ π

μ μ

μ

<

τ

< μ

μ ν u μ

μ

l μ

com

l μ μ

μ μ μ μ

μ μ

μ

μ π μ μ

μ

μ

μ π μ μ π

| → ∈

| |

⟨ ⟩

R ≃ R ≃

R ∈ ⊑ S ∼ R

{⟨ ⟩ | ⟨ ⟩ ∈ R ∧ ⟨ ⟩ ∈ } ∪

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ∈ ∧ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ∈ ∧ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

R

⊆

R

∀ ∈ ∀ ∈

R ≃ R

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

⟨ ⟩

| ⟨ ⟩

⟨ ⟩

R

S ∼ R

R ∈ ⊑

R S ∼ R

{⟨ ⟩ | ⟨ ⟩ ∈ } ∪ ∪

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ index p oint

index tr e es

Se a un SR

T y tal que . Se a

un SR

T cuyo aso ciado es IT . Entonc es, IT

donde:

IP ,

si y s´ olo si ,

si y s´ olo si

es un p ar a .

index p oint

Se a un SR

T y tal que . Se a IT

un p ar a . Se a un SR

T. Entonc es, IT

, donde

.

si y s´ olo si , τ π u O π

τ π τ π

τ π , ν u

L L O π O τ π

μ

, R μ M μ μ

Q , , δ , q , F , ϕ

Q, , δ, q , F , ϕ

Q π , u π , u τ π , ν u Q τ F

δ π , u , f π , u π , u Q δ τ π , ν u , f τ π , ν u

ϕ π , u π , u π , u Q ϕ τ π , ν u τ π , ν u

Q

Q F Q

F L δ

q Q, f

δ q , f p δ q , f p p p δ

ϕ

L L

ϕ π , u π , u π , u π , u

π , u

v u v .u τ π τ π π , u

π , u

μ

, R μ M μ μ

Q, , δ, q , F , ϕ

Q , , δ , q , F , ϕ

Q τ π , ν u π , u Q τ F Q F

δ τ π , ν u , f τ π , ν u δ π , u , f π , u

170

5.7.15, tenemos que ( ) Ω . Puesto que ( ), p or la Prop osici´ on

5.2.8, tenemos que ( ) = ( ) ; es decir, no es fuertemente estable y

, p or

tanto, ( ) ( ) no es un .

De acuerdo con esto, concluimos la demostraci´ on empleando el hecho de que

( ) ( ) (Prop osici´ on 9.3.3) y ( ) ( ( )).

Ahora p o demos establecer los resultados principales de este cap ´ ıtulo: la ‘equiv alencia’

de la implementaci´ on de una estrategia de reducci´ on de ´ ındices y la implementaci´ on

de su -estrategia inducida cuando empleamos para lo calizar los ´ ındices.

= (Σ )

index tree = ( Σ ) =

( Σ )

= ( ) ( ) ( ) ( )

( ) = ( ( ) ( ) ) = ( ) ( )

( ) = ( ( ) ( ) ) = ( ) ( )

index tree

. Por la Prop osici´ on 9.3.4, concluimos que el comp onente de

est´ a bien definido. La Prop osici´ on 9.3.2 asegura que los estados finales

est´ an bien definidos, puesto que = ( ). Para demostrar que est´ a bien

definida, deb emos asegurarnos de que es determinista; es decir, Σ,

si ( ) = y ( ) = , entonces = . Esto es inmediato puesto que

es una funci´ on y

, p or tanto, determinista. La funci´ on tambí en es determinista,

debido a que ( ) ( ) (Prop osici´ on 9.3.3). Ahora demostramos que, si

( ) = , entonces es un punto de recup eraci´ on inmediato de .

Por la Prop osici´ on 9.3.4, es un . Puesto que, p or la Definici´ on

9.2.3, existe un tal que = y ( ) = ( ), concluimos que

es un punto de recup erac i´ on. No es dif ´ ıcil ver que, adem´ as, deb e ser el punto de

recup erac i´ on inmediato de .

De acuerdo con el T eorema 9.3.5, p o demos obtener una implementaci´ on para una -

estrategia inducida I

F para un SR

T a partir de la implementaci´ on corresp ondiente

a la estrategia de reducci´ on de ´ ındices I

F para un SR

T . De hecho, la

corresp ondenc ia entre las implementaciones es to dav ´ ıa m´ as estrecha.

= (Σ ) =

( Σ ) index tree =

( Σ )

= ( ) ( ) ( ) =

( ( ) ( ) ) = ( ) ( ) ( ) =

′

□

′ ′ ′ ′ μ

μ π μ π

⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩ ⟨ ⟩

S

Demostraci ´ on δ τ π , ν u τ π , ν u ϕ π , u π , u

μ μ

9.4 T raba jos relacionados

9.4. TRABAJOS RELACIONADOS

si y s´ olo si

es un p ar a .

R ewrite Rule Machine

RRM

R ewrite Inhibit flag

Subterm Inhibite d flag

TRAM

T erm R ewriting Abstr act Machine

bit

str ate gy lists

171

( ( ) ( ) ) = ( ) ( ) ( ) =

index tree

. Similar a la demostraci´ on del T eorema 9.3.5.

Algunas propuestas interesantes de implementaci´ on de lengua jes de programaci´ on que

p ermiten esp ecificar restricciones de reemplazamiento sint´ acticas en los programas

pueden estudiarse en [GKM87, OF97]. Sin embargo, el enfo que de estas propuestas

de implementaci´ on es distinto al presentado aqu ´ ı. Nuestra investigaci´ on se ha cen-

trado en el estudio de la implementaci´ on de estrategias de reducci´ on de ´ ındices (que

se demuestran -normalizantes cuando es menos restrictivo que la corresp ondiente

funci´ on de reemplazamiento can´ onica) mediante estructuras de datos y algoritmos,

de mo do que se puedan simular en una m´ aquina convencional las op eraciones b´ asi-

cas de reescritura (b ´ usqueda de redexes y reemplazamiento) que no pueden realizarse

directamente sobre una m´ aquina as ´ ı. Sin embargo, en [GKM87] se prop one una im-

plementaci´ on sobre una m´ aquina de reducci´ on de grafos (la ,

o ) que p ermite realizar directamente las op eraciones anteriores. Adem´ as, di-

cha m´ aquina incorp ora la p osibilidad de p ermitir o inhibir los reemplazamientos que

pueden realizarse sobre los (sub)t́ erminos a ev aluar (mediante el

y el [GKM87]). Esto p ermitir ´ ıa implementar directamente las

restricciones de reemplazamiento sensibles al contexto sobre dicha m´ aquina de reduc-

ci´ on. La propuesta de [OF97] utiliza una m´ aquina de reducci´ on abstracta, la

( ), aunque la forma de incorp orar las restricciones

de reemplazamiento no es tan directa como en el caso anterior. No existe ning ´ un

que p ermita simular directamente la presencia o ausencia de restricciones de re-

emplazamiento. En su lugar, la m´ aquina maneja directamente listas de o currencias

(reemplazantes) que dirigen la ev aluaci´ on del t́ ermino ( ).

T ind

lo

lo

Cap ´ ıtulo 10

Ejemplos de aplicaci´ on

10.1 Extensi´ on de los SR

Ts normales p or la izquier-

da sc VP CL

CL

sc

LN

LN LN

sc

LN

sc

LN

sc GR

GR GR

sc

sc FB forwar d-br anching

sc no

LN

leftmost-outermost

En este cap ´ ıtulo ofrecemos algunos ejemplos de aplicaci´ on del ḿ eto do presentado en

el Cap ´ ıtulo 8 para inducir estrategias geń ericas para una clase ( ) de pares

v´ alidos a partir de estrategias geń ericas para una clase de SR

Ts .

La Secci´ on 10.1 analiza la extensi´ on de los SR

Ts lineales p or la izquierda y

normales p or la izquierda ( ) prop orcionando una caracterizaci´ on sint´ actica para

´ esta y demostrando que la clase extendida ( ) es un sup erconjunto propio de .

Como consecuencia, la estrategia inducida corresp ondiente (obtenida a partir de

I F , que es una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices para to do SR

T en ) es

una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices para una clase de SR

Ts m´ as amplia

que (Secci´ on 10.1.2).

En la Secci´ on 10.2 consideramos la extensi´ on de la clase de los SR

Ts b´ asicos.

Damos su caracterizaci´ on sint´ actica y demostramos que es un sup erconjunto propio

de . Demostramos tambí en que cualquier estrategia geń erica para la clase

induce una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices para la clase extendida.

En la Secci´ on 10.3 mostramos tambí en las limitaciones de nuestro ḿ eto do al ana-

lizar la extensi´ on de la clase de SR

Ts . V eremos que la

extensi´ on de dicha clase a ~ nade nada a la misma.

Una clase interesante de SR

Ts fuertemente secuenc iales es la de los SR

Ts normales p or

la izquierda. Para SR

Ts ortogonales y normales p or la izquierda ( ), la estrategia

, I F , es una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices [O’D77,

O’D85]. Este resultado ha sido extendido a SR

Ts lineales p or la izquierda y normales

173

′

μ

□

□

T

T

T

Σ

Σ Σ

Σ

Σ

Σ

′

′

⊤

⊤

R

′ ′ ′

′ ′

′ ′ μ

L

μ μ

com

l μ

μ μ V μ

μ L μ

l l l L

L V

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

CAP ´ ıTULO 10. EJEMPLOS DE APLICACI

´

10.1.1 Caracterizaci´ on sin t´ actica

R

∈ R ∈ R

∈ ∈ ≤ ∈

R ⊑ R

⊆

⊑

R ∈

⊑ R R ∈ ∈ R

S ∼ R

→ ∈

→ ∈

∈ ∈

≤

∈ ∈

R ∈ ∈ R

Definicí on 10.1.1 (SR

TE -normal p or la izquierda)

Prop osici´ on 10.1.2

Prop osici´ on 10.1.3 μ , R

μ M μ l L

u O l v O l v u v O l

μ

l hs

μ μ μ

μ

O t O t

t

μ μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

, R μ M

μ μ μ μ m

l r R

τ l τ r v O τ l

v O τ l v < v u, u O l l

v ν u v ν u ν

u < u u O l u O l

LN μ m

LN

LN sc

Se a un

SR TE y . De cimos que es - si p ar a c ada ,

y p ar a to do y , siempr e que se verific a .

r e emplazantes

Si es -normal p or la izquier da y , entonc es es

-normal p or la izquier da.

sc

Se a un SR

T line al p or la izquier da y se a tal

que . Si es -normal p or la izquier da, entonc es LN y .

174

p or la izquierda ( ) p or T oyama [T oy92 ].

Demostramos que ( ), la extensi´ on de los SR

Ts lineales p or la izquierda y

normales p or la izquierda, puede caracterizarse mediante una condici´ on sint´ actica

simple que presentamos a continuaci´ on.

= (Σ )

normal p or la izquierda ( )

( ) ( ) ( )

De forma an´ aloga a los SR

TEs normales p or la izquierda, un SR

TE es -normal p or

la izquierda si no existen o currencias de v ariables a la izquierda de los

s ´ ımb olos de funci´ on de las ’s del SR TE.

. Inmediata, puesto que, p or la Prop osici´ on 3.1.12, ( ) ( )

para to do .

Si tomam os = , obtenemos la definici´ on usual de SR

T normal p or la izquierda.

Por tanto, to do SR

T normal p or la izquierda es -normal p or la izquierda resp ec to a

cualquier funci´ on de reemplazamiento (aplicando la Prop osici´ on 10.1.2, puesto que

).

Ejemplos de SR

TEs -normales p or la izquierda que no son normales p or la iz-

quierda son los SR

Ts de los Ejemplos 1.1.2 y 3.4.4 (resp ecto a sus resp ectiv as funciones

de reemplazamiento).

A continuaci´ on demostramos que to do SR

T lineal p or la izquierda y -normal p or

la izquierda p ertenec e a la extensi´ on de los SR

Ts normales p or la izquierda.

= (Σ )

( ) ( )

. Demostramos que cualquier SR

T es normal p or la

izquierda p or contradicci´ on. Sup ongamos que, dada una regla , la regla

( ) ( ) no es normal p or la izquierda. Entonces existen ( ( )) y

( ( )) tales que . Sean ( ) las o currencias de tales que

= ( ) y = ( ). Claramente, a partir de la definici´ on de y , tenemos que

y tambí en ( ) y ( ), es decir, llegamos a una contradicci´ on.

Por tanto, ( ) y ( ).

□

□

Σ

Σ

Σ Σ

Σ

T

T

T

T

T

T T μ

μ

μ

L

L

L L

L L

L L

L

L L L L

L

10.1.2 La estrategia inducida

′ ′ ′

′ ′

′ ′

R

≤ R

≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤

′ ′

≤ ≤ ≤

′

≤

′

≤

′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

R ∈ ∈ R R

R ∈ ∈ R

S ∼ R S ∈ S

→ ∈ ∈

∈ ≤ ∈ ∈

∈ ∈

R ⊑

⊂

⊆

R

∈ T ∈ ⊆

∈

⊎ { ∈ } \

≤ l μ

μ μ

μ L μ μ

l l μ

μ

com

ind

lo

ind

lo

u

μ

t t

t t t t

i i i

i i i

L i

i i

i

10.1. EXTENSI

´

ON DE LOS SR

TS NORMALES POR LA IZQUIERDA

Prop osicí on 10.1.4

T eorema 10.1.5

Prop osicí on 10.1.6

Prop osicí on 10.1.7 sc

Si , entonc es, p ar a to do , es -normal

p or la izquier da.

LN c oincide c on el c onjunto de los SR

Ts line ales y -normales

p or la izquier da tales que .

sc

.

sc

sc

sc

Se a , y tal que . Enton-

c es, .

μ

LN μ m μ

, R LN μ m

LN μ

τ l l hs l l r R v O τ l

v O τ l v v v O τ l u, u O l

v ν u v ν u τ

v O τ l u O l

μ

μ μ

LN LN

LN LN

LN LN

μ

LN

μ

t

u min O t t

min

ν

t , V μ M U O t U

ν min U min ν U

min U ϵ min U

ϵ ν U ν min U ν ϵ ϵ min ν U

i.u min U U U U U i.u U i.U U U U

min U min U min i.U i.min U

min U u

175

A su vez, to do SR

T p erteneciente a la extensi´ on de los SR

Ts lineales p or la izquierda

y normales p or la izquierda es -normal p or la izquierda.

( ) ( )

. Sea = (Σ ) ( ). Si ( ), entonces existe un

tal que , es decir, es normal p or la izquierda. Consideremos la -

contracci´ on ( ) de la de una regla . Sea ( ( )) tal que, para

to do ( ( )), implica que ( ( )). Sean ( ) tales que

= ( ) y = ( ). Dado que preserv a (s´ olo) los subt́ erminos reemplazantes,

si ( ( )), entonces ( ). Con esto concluimos la demostraci´ on.

Por tanto, las Prop osiciones 10.1.3 y 10.1.4 implican el siguiente resultado.

( )

A continuaci´ on demostramos que ( ) es una extensi´ on propia de .

( )

. Puesto que es un op erador de cierre, ( ). El SR

T del

Ejemplo 3.4.4 (que es -normal p or la izquierda p ero no es normal p or la izquierda)

confirma que la extensi´ on incluye de forma estricta.

Nuestra primera observ aci´ on sobre la estrategia geń erica I

F para SR

Ts lineales

p or la izquierda y -normales p or la izquierda es que I

F es una estrategia geń erica

estructural. El redex que se encuentra en el extremo izquierdo de est´ a situado

sobre la o currencia = ( ( )) que es un ´ ındice de [Ω] si es un SR T

lineal p or la izquierda y normal p or la izquierda. Primero demostramos que

conmuta con :

(Σ ) ( ) = Ø

( ( )) = ( ( ))

. Por inducci´ on sobre ( ). Si = ( ), dado que

( ), tenemos ( ( )) = ( ) = = ( ( )).

Si = ( ), sea = , donde = = y = .

Por definici´ on de , ( ) = ( ) = ( ) = ( ), donde

( ) = .

+

Σ

Σ

□

□

□

| ∩ |

∈

⊎

{ }

R

∈ ⊑ ∈ T

{ }

− → ∈ R

∈

L i

i i i L L i

L L i L i L

p

L L L

L

L

L

L

L

≤

≤

′

≤

′

≤ ≤

′

≤

′

≤

≤ ≤ ≤

≤

≤

R

≤ R

≤

R

∗

≤ R

´

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

T eorema 10.1.8

T eorema 10.1.9

Prop osici´ on 10.1.10 t t

i t

t t t

i t

i

t t

i t

i t i

i

t t t i t i

t i t i t i t

lo

ind

lo

ind

lo

ind

lo

ind

lo

ind

ind

lo lo

ind

lo

lo

ind

lo ind

com

lo μ

lo

lo

μ μ

lo

>ϵ

lo

lo

lo

t l t f t ν min U ν i.u μ f .ν u

j.ν u ν u ν min U min ν U

ν min U j.min ν U min j.ν U min ν U

p.u U i < p

ν p.u q .ν u j < q ν U ν U

min ν U min ν U ν U min ν U

min LN

min

, R

μ M μ μ t , V

t t

t t min O t

ϵ min O t t t

A t σ l l L l

A t

u min O t t u > ϵ u v .w v

v v v O l leftmost-outermost sc

es una estr ate gia geń eric a estructur al de r e duc ci´ on de ´ ındi-

c es (b asada en ) p ar a VP .

LN sc

VP LN

es estabilizante y -normalizante p ar a VP LN .

leftmost-outermost sc

sc

Se a un SR

T orto gonal y normal p or la izquier da

y se a tal que . Si es un t́ ermino no estable, entonc es

.

spr efix spr efix

176

Por otro lado, si = (

~

), entonces ( ( )) = ( ) = I

N ( ) ( ) =

( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) = ( ( )) = ( ( )).

Por tanto, ( ( )) = ( ( )) = ( ( )) = ( ( )).

Ahora notemos que, para to do ¯ , se tiene que . Por tanto, puesto que

( ¯) = ( ) tambí en verifica , p o demos a ~ nadir ( ) a ( ) y escribir:

( ( )) = ( ( ) ( )) = ( ( )).

Por tanto, de acuerdo con las Prop osiciones 10.1.7 y 8.2.25, concluimos que la estra-

tegia geń erica I

F induce una estrategia geń erica estructural

I F .

I F sc

( )

. Dado que I

F es una estrategia geń erica de reducci´ on de ´ ındices

para , p or el T eorema 8.2.27 I

F es una estrategia geń erica de reducci´ on de

´ ındices para ( ). La Prop osici´ on 10.1.7 y la Prop osici´ on 8.2.25 p ermiten

afirmar que I

F es geń erica y que, de forma an´ aloga a I

F , est´ a basada en la funci´ on

de selecci´ on .

Una vez obtenido este resultado, la estrategia inducida I

F hereda las buenas pro-

piedades de la estrategia inductora I

F sobre la clase de SR

Ts extendida.

I F cs ( )

. Inmediata, empleando los T eoremas 10.1.8 y 8.2.28.

Cuando consideramos SR

Ts ortogonales y normales p or la izquierda, no hay diferencia

entre la estrategia y la estrategia inducida (que coindide, de

acuerdo con la Prop osici´ on 10.1.7, con la estrategia restringida). Esto se deb e a

que ambas seleccionan exactamente las mismas o currencias de redexes para realizar

la reducci´ on (mientras el t́ ermino no est´ a en forma estable).

= (Σ )

(Σ )

I P ( ) = I

P ( )

. Si es un redex, es inmediato puesto que I

P ( ) = ( ( )) =

= ( ( )) = I

P ( ). Si no es un redex, p or el Lema 2.3.6, para cualquier

secuencia de reducci´ on : ( ), con ( ), es ´ unica. Puesto que I

F es

estabilizante, p o demos considerar que es la secuencia de I

F -reducci´ on de . Sea

= ( ( )) = I

P ( ), con . Po demos escribir = , donde es la

o currencia m´ axima que satisface ( ) = ( ). Deb e tenerse ( );

1

□

R R

R

Σ

1

Σ

′ ′

R

≤

R

R R

R

L

com com

com f(a,x) a

f(a,c) b

∈

R ∈

∈ ⊑ ∈

∈

R ∈

R

→

→

⊈ ⊈

V

L V

com μ

μ μ μ

lo

μ

V μ

com com

com

μ

10.2 Extensi´ on de los SR

Ts b´ asicos

10.2. EXTENSI

´

TS B

´

ASICOS

10.2.1 Caracterizaci´ on sin t´ actica

Definicí on 10.2.1 (SR

TE -b´ asico)

Ejemplo 10.2.2 v O l t l

v > v v O l

w ϵ u O l μ μ u O l

u O t u min O t t

l

L O l O l O l O l

l hs

μ μ

μ

O l l hs l sc GR

GR LN GR

cualquier

sc

sc GR

sc Un SR

TE es sc si, p ar a to da

, se verific a (de forma e quivalente, si ).

sc

asume

sc

sc SR LN

sc

El SR

T normal p or la izquier da

no es -b´ asic o.

SR LN LN SR sc

Aunque se trata de una clase de SR

Ts muy restrictiv a y de p o ca utilidad pr´ actica (pues, al

carecer de v ariables, cada regla s´ olo tiene aso ciado un redex), los SR

Ts b´ asicos son interesan tes

desde el punto de vista te´ orico. La propiedad m´ as imp ortante que p oseen es que la relaci´ on de

reescritura aso ciada es decidible [DTHL87]. T ambí en la confluencia y la terminací on son decidibles

[DTHL87, Oya87, HL78].

177

de no ser as ´ ı, tendr ´ ıamos que ( ) y

, entonces, es un redex (de ), debido a

que, siendo normal p or la izquierda, se tiene que para to do , ( ).

Por tanto deb e cumplirse que = , ( ) y

, puesto que , ( ),

es decir, ( ). Por tanto, = ( ( )) = I

P ( ).

A continuaci´ on estudiamos la extensi´ on de la clase de los SR

Ts b´ asicos . Aun-

que es una sub clase de , demostramos que exhib e una propiedad intere-

sante: estrategia de reescr itura definible para estos SR

Ts es una estrategia

de reducci´ on de ´ ındices. Esta propiedad motiv a el an´ alisis de la extensi´ on de esta

clase de SR Ts.

Emp ecemos p or la caracterizaci´ on sint´ actica de una clase de SR

Ts que demostraremos

que coincide con la extensi´ on de .

-b´ asico

( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )

En otras palabras, to das (y s´ olo) las o currencias no v ariables de las ’s de un SR TE

-b´ asico son -reemplazantes. De acuerdo con la Definici´ on 10.2.1, es la

funci´ on de reemplazamiento que se que v a a ser utilizada al realizar c´ omputos

p or reescritura sensible al contexto con estos SR

TEs. El SR

T del Ejemplo 3.4.4 es -

b´ asico. Observemos que este SR

T no es normal p or la izquierda. Por tanto, los SR Ts

lineales p or la izquierda y -b´ asicos ( ) no est´ an incluidos en . Sin embargo,

existen SR

Ts normales p or la izquierda que no son -b´ asicos.

sc

Por tanto, tenemos que y . Cualquier SR

TE -b´ asico es -

normal p or la izquierda (puesto que ( ) = Ø para to da ). Por tanto,

□

1

1

R

R

R

R

T

T

T T

T

T

T

R

R

R

R

R R

R

R com

com

com

com

Demostraci ´ on

10.2.2 La estrategia inducida

´

´

com

μ

lo

k

k

com

com

μ

μ μ

com

com com

μ

μ l

μ

com μ

μ

l μ

u

Observ aci´ on 10.2.3

Prop osici´ on 10.2.4

T eorema 10.2.5

⊆

⊂

R ∈ R { }

R ∈

∈ R

R

S ∈ R ∈

∈ R

R ∈ ∈ R

⊑ ̸∈ R

∈ S ∼

R S ∉

∉ R

R R

R

S S ∼ R

R ∈

R ∈ T ∪ { } ∈

∈ I μ

μ

l hs

f x , . . . , x

x , . . . , x

m μ

μ μ

l hs l L τ

τ l

μ m

, R μ m

μ μ μ μ l hs l L

u O l l hs τ l

μ m

μ

L

, R t , V u O t

u t

SR LN

no sc SR LN

sc

sc

T o do esquema de pr o gr ama r e cursivo (

[Cou90 , Gue81 , Niv75]) es -b´ asic o, puesto que las ’s de las r e glas de r e escri-

tur a que c onstituyen dichos pr o gr amas son de la forma p ar a variables

distintas .

sc

SR sc

GR b´ asic os

SR GR y, p ar a to do GR , .

SR

GR GR

GR

GR

GR

Se a un SR

T b´ asic o y . Si ,

entonc es .

178

( ). Sin embargo, observemos que el SR

T -normal p or la izquierda

del Ejemplo 1.1.2 es -b´ asico. Por tanto, ( ). De acuerdo con esto,

los SR

Ts lineales p or la izquierda y -b´ asicos son fuertemente secuenciales y

, como

sub conjunto de los SR

Ts lineales p or la izquierda y -normales p or la izquierda,

admiten la estrategia inducida I

F como estrategia de reducci´ on de ´ ındices para

dichos SR Ts.

recursive program sche-

me sc

( )

Los SR

Ts -b´ asicos tienen mejores propiedades que los SR

Ts normales p or la izquier-

da. Para p onerlas de manifiesto, primero demostramos que es la extensi´ on de

la clase de los SR

Ts .

= ( ) ( ) ( ) =

. Sea y sup ongamos que = . Por la Definici´ on

10.2.1, cada v ariable en una ( ) es no reemplazante. Puesto que preserv a

´ unicamente los subt́ erminos reemplazantes, ( ) no tiene v ariables. Por tanto,

es equiv alente p or la izquierda a un SR

T b´ asico . Luego ( ) y

( ).

Consideremos ahora que = (Σ ) ( ) y ( ). Recordemos que

. Si = , existe una ( ) que tiene alguna o currencia

reemplazante ( ) de una v ariable. Por tanto, la ( ) de cualquier SR T

tambí en contiene esa v ariable, lo que significa que y

, p or consiguiente,

( ).

En el Ejemplo 3.4.4 mostramos un SR

T cuya -contracci´ on se presenta en

el Ejemplo 8.2.7. Observemos que ( ) consta ´ unicamente de t́ erminos b´ asicos,

lo cual indica (siendo inmediato encontrar un SR

T b´ asico tal que ) que

( ).

A continuaci´ on demostramos la propiedad que motiv a nuestro inteŕ es p or la exten-

si´ on de los SR

Ts b´ asicos: que to do redex de un t́ ermino resp ec to a un SR

T b´ asico

est´ a situado sobre una o currencia ´ ındice.

= (Σ ) (Σ Ω ) ( )

( [Ω] )

~

~

□

□

′ ′

R

R

R

1

1

Ω

( ) com

com

t com

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

′

′

′ ′ ′

R

R

S

R

R

R

R

R

´ ´

T eorema 10.2.6

T eorema 10.2.7

T eorema 10.2.8

|

∈ I

∈ • •

̸∈ I

• •

∈ R ↑

↑ R

•

•

| • ∈ I ≤

∈ I

R

S ∼ R S

∈ | R

| | R S

∈ ∈ J

∈ I

R

R

R u u

i i u

k i i u

j

i k i

i

i i i

i i i

u

μ

l μ

u

μ u μ ν u μ

t μ t μ u

μ

u

com

com

com

com

com s s t s

u t t t

t f t u i.u u

t u O ω t t f t , . . . , t t t

t i j u t

ω t ω f ω t , . . . , ω t , . . . , ω t ω f , . . . , ω t , . . . ,

ω t t

ϵ t l L t l

t l l f l l

l t l t l

ω t u t t t

u t

t O t

u O t t

τ t τ t

ν u O τ t ν u τ t

u t

μ

μ

μ

μ

μ sc

Si es un SR

T line al p or la izquier da y -b´ asic o, p ar a to do t́ ermi-

no , es un c onjunto de r e dexes situados sobr e ´ ındic es.

sc

Si es un SR

T line al p or la izquier da y -b´ asic o, to da -

estr ate gia es de r e duc ci´ on de ´ ındic es.

Si es un SR

T cuasi orto gonal y -b´ asic o, to da -estr ate gia

es estabilizante y -normalizante.

179

. Sea un Ω-t́ ermino tal que es un redex y sea = [Ω] .

Demostramos que ( ) p or inducci´ on sobre la estructura de . Si = Ω, es

inmediato. Si = ( ) y = , p or la hip´ otesis de inducci´ on, es un ´ ındice de

. Esto significa que ( ( [ ] )). Sea = ( ) donde = [ ] y

= Ω si = . Demostramos que ( ) p or contradicci´ on. Puesto que, p or la

Prop osici´ on 2.5.9

( ) = ( ( ( ) ( ) ( ))) = ( (Ω ( ) Ω))

y ( ) contiene , para eliminar de deb emos aplicar un paso de Ω-reducci´ on sobre

la o currencia de , es decir, deb e existir un ( ) tal que . Esto implica

que si = ( ) lo cual es imp osible p orque siendo un SR

T b´ asico, no tiene

o currencias de Ω y

, puesto que es un s ´ ımb olo nuevo, tamp o co hay o currencias de

en . Luego no es compatible con y

, p or tanto, no es compatible con . De

acuerdo con esto, ( ) = , es decir ( ). Puesto que , p or la Prop osici´ on

2.5.17, ( ).

La propiedad de los SR

Ts b´ asicos que acabamos de demostrar p ermite establecer el

siguiente resultado an´ alogo para los SR

Ts -b´ asicos: que to do redex reemplazante

est´ a situado sobre un ´ ındice.

sc

( )

. Por la Prop osici´ on 10.2.4, existe un tal que es un

SR T b´ asico. Sea ( ). Dado que es un redex de , p or el T eorema 5.7.9,

( ) = ( ) tambí en es un redex de (o, lo que es lo mismo, de ). Si

( ) ( ( )), p or el T eorema 10.2.5, ( ) ( ( [Ω] )). Por el T eorema 8.2.5,

( [Ω] ). Empleando la Prop osici´ on 2.5.17, concluimos el resultado.

El teorema que acabamos de demostrar p ermite concluir que cualquier -estrategia

que p o damos emplear con un SR

T -b´ asico s´ olo reduce redexes situados sobre

´ ındices.

sc

Consecuentemente, to da -estrategia disfruta de las buenas propiedades esp era-

das.

sc

T

T

□

□

Ω

Ω Ω Ω

Ω

R

R

R

R

R R

R

R

′ ′ ′

R

R

R

R

R

⟨ ⟩

R ∈ R

∃ ∈ ∀ ∈ R ⇒ ∈

R ∀ ∈

R

10.3 SR

Ts forw ard-branc hing com

com

com

com

com com

com

com

<

<

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

´

μ

μ

μ

t μ

μ μ

t

μ

μ

δ

, ϵ

ϕ

δ

π L P π

u O π , π LS , π < π u O π

π

L . P π

T eorema 10.2.9

Definicí on 10.3.1

Prop osici´ on 10.3.2 sc

Un SR

T cuasi orto gonal y -b´ asic o es -terminante si y s´ olo

si es -normalizante.

s´ olo si si

index tr e e

no

index tr e e

forwar d-br anching index tr e es

index tr e e

FB forwar d-br anching

forwar d-br anching index tr e e

sc

FB

forwar d-

br anching

Se a un SR

T y . De cimos que se

satisfac e si

Un SR

T es si y s´ olo si

.

180

. Inmediata, empleando los T eoremas 10.2.7, 7.5.2 y 7.5.7

T ambi ´ en p o demos establecer la siguiente consecuencia inmediata de los resultados

anteriores, relacionada con la -terminaci´ on un SR

T -b´ asico .

sc

. La parte es evidente. Para demostrar la parte , considere-

mos un t́ ermino cualquiera. Puesto que es -normalizante, dicho t́ ermino tiene

una forma -normal. Por el T eorema 10.2.6, to da secuencia de -reducci´ on que

arranca de es de hecho una secuencia de reducci´ on de ´ ındices que, p or el T eorema

7.5.7, llev a a una forma -normal. Por tanto, no es p osible definir secuencias de

reducci´ on infinitas y esto significa que es -terminante.

En la definici´ on m´ as general de un (Cap ´ ıtulo 9), si seguimos ´ unicamente

las transiciones indicadas p or la funci´ on de transferencia , algunos estados pueden

ser alcanzables a partir del estado inicial Ω . Por tanto, s´ olo la utilizaci´ on

adicional de la funci´ on de fallo p ermite acceder a dichos no dos del .

Strandh ha definido los , cuya caracter ´ ıstica distintiv a

es que cualquier estado del puede ser alcanzado a partir del estado inicial

mediante transiciones sucesiv as ordenadas p or la funci´ on de transferencia [Str89].

La clase de SR

Ts es aqú ella cuyos SR

Ts comp onentes admiten

un .

En esta secci´ on mostramos las limitaciones de nuestro ḿ eto do de extensi´ on de

clases de SR

Ts fuertemente secuenciales mediante el op erador de cierre . Demostra-

mos que la clase no puede ser extendida mediante .

En primer lugar, v amos a dar una caracterizaci´ on alternativ a de los SR Ts

debida a Durand.

[Dur94] ( ) 1( )

( ) ( ) ( )

[Dur94] forward-branching

( ) 1( )

El siguiente lema es auxiliar.

□

□

T

T T

T T

′

′ ′

′

′

′ μ

μ

μ μ

μ l

μ

μ

μ

μ

μ

R

′

′ ′

′ ′

R

′ ′ ′ ′

′ ′ ′

R

R

′

′

R

′ ′

R

10.3. SR

TS FOR W ARD-BRANCHING

Σ

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Σ

Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω ( )

Ω

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Lema 10.3.3

Prop osicí on 10.3.4

T eorema 10.3.5 com

<

μ μ π μ

com

π π π π

μ μ π μ

μ

π μ

com

τ μ

u l com μ

t μ μ u μ ν u μ

μ μ

μ

μ v μ μ

l μ v μ u μ

π π

com

μ μ

com

μ

l μ

μ

<

< μ

μ μ

μ < μ

μ

<

μ

< < μ

μ μ

Se a un SR

T orto gonal y se a tal que .

Se a y . Entonc es,

si y s´ olo si

Si es un SR

T y es tal que ,

entonc es .

sc FB

.

R ∈ ⊑

∈ R ∈ R

⇒ ∈

⇒ ∈

∈ T ∪ { } ⊑

⊑ ⊑ ⊑ ⊑

⇔ ⊑

∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈

R ∈ ⊑

R ≃ R

∈ R ∈ R ∈

| ⊑ ⊑ ∈

∈ | |

∈ R

∈ R

∈ R | ∈ ∉

| |

∈ R ∉

∈ R ∀ ∈ R

∈ T ∪ { } ∈ T ∪ { } ⊔ ⊑

⊑ ⇒

⊆

⊆ R ∈ ⊒

R ∼ S ∈ R S

R

∀ ∈ R S ∈

∀ ∈ R

R ∀ ∈ R ⇒ ∀ ∈ R

R R

⇒

, R μ M μ μ

π L π LS

π < π u O π

τ π < τ π ν u O τ π .

π μ μ

μ μ μ μ μ μ μ

π < π τ π < τ π μ μ O π O π

u O π u O π ν u O τ π

, R μ M μ μ

LS LS

π LS l L u O l

l π μ μ μ u O l

ν u O τ l τ l τ l τ π

τ π LS

ϖ LS

l L ϖ τ l v O τ l v O τ l

v ν u ϖ τ l τ l τ π

π LS u O l

π , π LS l L

l π , π μ μ

μ μ τ π τ π π π

F B F B

F B F B

F B F B F B μ μ

F B L L r hs

L

π L .P π F B

ϖ L .P ϖ P P

ϖ L .P ϖ π L .P π

τ L L

π P τ π P π

181

= (Σ )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ( ))

. Puesto que (Σ Ω ) y siendo , p or la Prop osici´ on

4.1.5 se tiene y e incluso . Por las Prop osiciones 5.7.4 y

5.7.5, ( ) ( ). Dado que , tenemos ( ) = ( ). Por

tanto, ( ) ( ) ( ) ( ( )).

= (Σ )

( ) ( )

. Consideremos ( ). Existen ( ) y ( )

tales que = . Puesto que , tenemos que ( ). Por tanto,

p or la Prop osici´ on 5.2.8, ( ) ( ( )) y ( ) = ( ) = ( ), es decir,

( ) ( ) .

Para demostrar la sobreyectividad, consideremos ( ). Entonces, existe

un ( ) tal que = ( ) para alguna ( ( )) y ( ( )). Por

tanto, p or la Prop osici´ on 5.2.8, si = ( ), = ( ) = ( ) = ( ) y

( ) (debido a que ( )).

Para demostrar la inyectividad, sean ( ). Puesto que ( ),

(Σ Ω ), tenemos que (Σ Ω ). Por la Prop osici´ on 4.1.5,

. Por tanto, p or el Corolario 5.7.11, ( ) = ( ) = .

Finalmente p o demos establecer el resultado que anunci´ abamos: que la aplicaci´ on del

op erador de extensi´ on a la clase deja a ´ esta inalterada.

( ) =

. Puesto que es extensiv a, tenemos que ( ). De-

mostramos que ( ) . Si ( ), entonces existe tal que

. Puesto que ( ) = ( ) y no necesitaremos considerar las ’s

en lo que queda de demostraci´ on, p o demos considerar ( ). Por la Prop osici´ on

10.3.2, hay que demostrar que ( ) 1( ). Puesto que , tenemos

que ( ) 1 ( ) (escribimos 1 para denotar la propiedad 1 referida

al SR

T ). Deb emos demostrar que ( ) 1 ( ) ( ) 1( ).

Por la Prop osici´ on 9.3.3, es una biyecci´ on entre los conjuntos ( ) y ( ).

Por tanto, es suficiente demostrar que para un arbitrario, 1 ( ( )) 1( ).

R

□

□ μ

μ μ

μ

com

T

T T T

T T

T

Ω

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω Ω

Demostraci ´ on

′

′ ′

′ ′ ′

′

′ ′ ′ ′

R

R

⊤ ⊤

R μ μ

μ

μ μ μ π

μ μ μ

com

com

μ

10.4 T raba jos relacionados

∈ ∀ ∈

R ⇒ ∈

∀ ∈ R ⇒ ∈

∈ R

⇒ ∈ ⇒ ∈

⊆

⊆ ⊆

⊆

⊂

R

→

→

→

⊑

R

R

{ }

Prop osici´ on 10.3.6

Ejemplo 10.3.7

´

´

f(g(x,a),a) x

f(g(a,x),b) g(x,x)

g(b,b) b

sel 0

0 from 0 v O τ π τ π

LS , τ π < τ π v O τ π v ν u

π LS , π < π u O π

π LS

τ π < τ π v O τ π π < π u O π

LN F B

LN F B LN F B

LN F B F B

LN F B

μ μ μ μ

μ μ μ

t

, O t ,

E sc

forwar d-br anching

.

Consider emos el SR

T [Dur94]:

Este SR

T no es -normal p or la izquier da p ar a ning ´ un tal que , puesto

que y no es ( -)normal p or la izquier da.

in an ortho gonal TRS, no term c an

have mor e than one str ongly r o ot-ne e de d r e dex

sc

str ongly

r o ot-ne e de d r e dexes

182

Esto significa demostrar que, dado ( ( )), si se cumple que ( )

( ) ( ) ( ) ( ( )), entonces, siendo = ( ), tene-

mos que ( ) ( ). Una vez m´ as, empleando la Pro-

p osici´ on 10.3.4, s´ olo necesitamos demostrar que, dado un ( ) arbitrario,

( ) ( ) ( ( )) implica ( ). Esto es inmediato,

de acuerdo con el Lema 10.3.3.

Otro resultado de inteŕ es relaciona la extensi´ on de los SR

Ts ortogonales y normales

p or la izquierda con los SR

Ts .

( )

. Dado que , p or monoton ´ ıa de , ( ) ( ). Por

el T eorema 10.3.5, ( ) ( ) = .

Po demos establecer mediante un ejemplo que, de hecho, ( ) .

forward-branching

=

El T eorema 10.2.6 muestra que es p osible realizar reducci´ on de ´ ındices en paralelo.

Esto matiza la afirmaci´ on de Kennaway [Ken94]: “

”. Kennaway arguye que esta afirmaci´ on

justifica la existencia de un ‘conflicto’ entre la realizaci´ on de reducciones necesarias y

la p osibilidad de llev ar a cab o ´ estas en paralelo. La no ci´ on de SR

T -b´ asico demuestra

que este conflicto s´ olo surge en el traba jo realizado p or Kennaway debido a su elecci´ on

de una aproximaci´ on computable a los redexes necesarios para estabilizaci´ on (

[Ken94]).

Por ejemplo, si consideramos el SR

T del Ejemplo 3.4.4, el t́ ermino = ( +

( )) no es estable y tenemos que ( ) = 1 2 . Por el T eorema 10.2.6, 1

y 2 son o currencias de redexes necesarios para su estabilizaci´ on. Por tanto, amb os

pueden ser reducidos en paralelo contribuyendo a la estabilizaci´ on del t́ ermino.

Resp ecto a la estrategia empleada en OBJ y CafeOBJ, cuya formalizaci´ on p or

reescritura puede encontrarse en [OF97], los resultados establecidos en esta secci´ on

R

R

1

+1

1

ENF

sc

R

≤

−

⊑ R

R n

p p

n

com

μ

lo

com

10.4. TRABAJOS RELACIONADOS

E

E

k f

i , . . . , i

n k

p < n i < i

i i

μ

μ μ μ E

E

μ

μ

E

μ

183

pueden utilizarse para asegurar que, en la terminolog ´ ıa de [OF97], la estrategia

siempre obtendr´ a la forma -normal de un t́ ermino cuando ´ esta exista. Esto puede

asegurarse para to do programa cuasi ortogonal tal que, para cada s ´ ımb olo -ario

su estrategia lo cal aso ciada ( ) (sea expl ´ ıcita o impl ´ ıcitam ente) verifique las

condiciones siguientes:

1. + 2

2. para to do 1, se verifica

3. = 0 e = 0.

Adem´ as, si obtenemos a partir de estas estrategias la funci´ on de reemplazamiento

aso ciada a ´ estas (pro cediendo tal como se indic´ o en la Secci´ on 3.5) deb emos asegurar

que y que es -normal p or la izquierda. En ese caso, la estrategia co-

incide con I

F y el T eorema 10.1.9 asegura que la estrategia es -normalizante.

Algo similar cab e decir si el SR

T es -b´ asico, cuando las estrategias lo cales corres-

p ondientes consideran to dos (y s´ olo) los ´ ındices presentes en (m´ as el 0).

Puesto que estos resultados son aplicables tambí en si no es -terminante, cons-

tituyen una nuev a ap ortaci´ on al an´ alisis de la estrategia que complementa la me-

to dolog ´ ıa expuesta en la Secci´ on 5.6, basada en la demostraci´ on de -terminaci´ on del

SR T.

184 CAP ´

´

185

P arte I I I

F ormas can´ onicas y

reescritura sensible al

con texto

1

1

δ , V , R , R ∈ T C R C ⊎ F evaluaci´ on

Cap ´ ıtulo 11

V alores y formas estables

constructoras

valor es b´ asic os

evaluar rsc

rsc

rsc

tr ansformaci´ on de pr o gr amas

En este cap ´ ıtulo, la palabra adquiere el sentido preciso de obtencí on de un v alor, es

decir, de un t́ ermino constructor ( ), median te un SR

T = (Σ ) = ( ).

El c´ alculo del v alor aso ciado a un t́ ermino es una tarea de gran inteŕ es. De hecho,

en programaci´ on funcional [FH88, PE93, Rea93], resulta m´ as imp ortante que el puro

c´ omputo de formas normales puesto que, en la descrip ci´ on sem´ antica usual de los len-

gua jes funcionales, son los t́ erminos constituidos p or s ´ ımb olos constructores (es decir,

los ) los que adquieren contenido sem´ antico preciso como represe ntan-

tes de ob jetos del dominio denotado p or una determinada definici´ on de tip o de dato

algebraico. Por este motivo, es interesante analizar en profundidad la p osibilidad de

t́ erminos de forma eficiente empleando la .

En la Secci´ on 11.1 establecemos las condiciones para la obtenci´ on de formas esta-

bles constructoras y v alores mediante la .

En la Secci´ on 11.2 se discute el problema que sup one el hecho de que, para ob-

tener el v alor aso ciado a una expresi´ on inicial mediante la , haya que rela jar las

restricciones de reemplazamiento resp ecto a las necesarias para obtener una forma

estable constructora. Sup oniendo esto un riesgo de realizaci´ on de c´ omputos innece-

sarios o quiz´ a la generaci´ on de secuencias de reducci´ on infinitas, se prop one resolver

esta discrepancia mediante una .

La transformaci´ on se define a partir de un an´ alisis aproximado de los s ´ ımb olos

definidos externos que pueden surgir en una deriv aci´ on de reescritura. Las ideas y

no ciones que preparan dicho an´ alisis se presentan en la Secci´ on 11.3.

En la Secci´ on 11.4 se describ e el c´ alculo de la aproximaci´ on a los s ´ ımb olos defi-

nidos externos. La correcci´ on de la aproximaci´ on obtenida mediante dicho c´ alculo se

demuestra en la Secci´ on 11.5.

187

R

→ →

→

{ } R

→

→ → →

→ →

Ejemplo 11.1.1 μ

μ μ μ

μ μ μ

μ

μ μ

μ

μ μ

μ

μ

CAP ´ ıTULO 11. V

ALORES Y FORMAS EST

ABLES CONSTRUCTORAS

11.1 Obtenci´ on directa de v alores y formas estables

constructoras

f(x,y) g(x,y) a b

g(b,b) b

f g

                                   f(b,a) g(b,a) g(b,a)

f(b,a)

                                   f(b,a) g(b,a) g(b,b) b rsc

rsc

Consider emos el SR T c an´ onic o :

Si la funci´ on de r e emplazamiento es tal que , tiene variables

-r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da y, dado que es line al p or la izquier da

y no tiene p ar es -cr ´ ıtic os (Definici´ on 6.1.5), es -orto gonal (Definici´ on 6.3.3). De

acuer do c on el T e or ema 6.4.4 es -c onfluente. M´ as a ´ un, p or el T e or ema 5.1.4 tambí en

es -terminante. Se tr ata de un SR

T -c an´ onic o. Sin emb ar go, tenemos lo siguiente:

1. y es una forma -normal, p er o es la forma nor-

mal de puesto que

2. .

En otr as p alabr as, a p esar de que tanto c omo son terminantes y c onfluentes, las

formas normales r esp e ctivas c omputadas p ar a el mismo t́ ermino inicial son distintas.

En p articular, en este c aso, la forma normal obtenida es un valor. Por tanto, la

-c anonicidad c onstituye una gar ant ´ ıa de plena c ap acidad c omputacional de la

desde un punto de vista sem´ antic o.

188

En la Secci´ on 11.6 se presenta la transformaci´ on, cuya correcci´ on y completitud

se demuestra en la Secci´ on 11.7.

Al realizar c´ omputos p or reescr itura, los programas can´ onicos (terminantes y confluen-

tes) son los m´ as interesantes desde el punto de vista computacional: las propiedades

de terminaci´ on y confluencia garantizan un comp ortamiento op eracional consisten-

te con la sem´ antica de los programas. Debido a la terminaci´ on, to da secuenc ia de

reducci´ on iniciada en una expresi´ on se detendr´ a en alg ´ un momento. Debido a la

confluencia, cualquier estrategia escogida para efectuar el c´ alculo obtendr´ a el mismo

resultado final, sea cual sea.

Po dr ´ ıa p ensarse que la -canonicidad, es decir, la conjunci´ on de las propiedades

de -terminaci´ on y -confluencia para un SR

T y una funci´ on de reemplazamiento

dada, desemp e ~ nar´ an un pap el an´ alogo en la ejecuci´ on de programas mediante la

garantizando la correcc i´ on y completitud de los c´ omputos. Sin embargo, un ejemplo

sencillo muestra que esta aparente b ondad de las propiedades op eracionales de la

no resulta suficientemente p otente desde el punto de vista sem´ antico.

( ) = ( ) = 1

no

no rsc

□

~

Σ

+

( )

Σ com

>ϵ

com

com

ar c

com

>ϵ

com

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

11.1. OBTENCI

´

ON DIRECT

A DE V

ALORES

R

∗

∗ ∗ ′ ′ ∗ ′ ′ ∗

R

B

R

B

R R

B

B B

B

R

∗ ∗

R

B

R

′ ∗ ′ ′ ∗ ′

∗ ∗ ∗

R

B

R

C ⊎ F

C F

R C ⊎ F ∈

⊑ ∈ T ∈ ∈ C →

→ → → − →

R C ⊎ F B ⊆ C

B

⊔

∈ B ∉ B

R C ⊎ F

B ⊆ C ∈ ⊑ ∈ T

∈ T B → →

→⊆→

∈ B ∪ ⊑ ⊑

→ − → ∈ B ∪

∈ B → → →

⊑ ⊑ μ

, R , R μ M

μ μ t , V x V s c s c t x

t x t s s c s t s s s

μ

, R , R

μ

μ μ μ

μ c c μ f f

, R , R

μ M μ μ t , V

δ , V t δ t δ

δ

δ V μ μ μ

s t s s δ δ V s δ

δ c δ c t δ t c t δ

μ μ μ c s

T eorema 11.1.2 (C´ omputo de formas estables constructoras)

Definicí on 11.1.3 (F unci´ on de reemplazamien to de ev aluaci´ on)

T eorema 11.1.4 (C´ omputo de v alores) rsc

rsc

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y tal que

. Se a , y p ar a alg ´ un . Si , entonc es

. Si , entonc es existe un t́ ermino tal que y .

rsc

Se a un SR

TE y . L a funci´ on de r e emplazamiento de

-evaluaci´ on, , se define c omo sigue:

donde p ar a to do y si .

valor rsc

Se a un SR TE

line al p or la izquier da, y tal que . Par a to do y

, tenemos que si y s´ olo si .

si

s´ olo si

189

Al considerar la descomp osici´ on est´ andar Σ = de una signatura Σ en presencia

de un SR

TE en s ´ ımb olos constructores y s ´ ımb olos definidos (ver la Secci´ on 2.3.1),

es p osible formular algunos resultados de inteŕ es sobre la completitud de los c´ omputos

de ev aluaci´ on mediante la . Po demos resolver el problema apuntado en el Ejemplo

11.1.1 si a ~ nadimos el requerimiento (que se demuestra as ´ ı de car´ acter eminentemente

sem´ antico) de que la funci´ on de reemplazamiento empleada en los c´ omputos iguale

o exceda la funci´ on de reemplazamiento can´ onica. El primer resultado que obtenemos

en este sentido se refiere al c´ omputo de formas estables constructoras mediante la .

= (Σ ) = ( )

(Σ ) = ( ~ )

= ( )

. Consecuencia inmediata del T eorema 4.2.8.

El siguiente teorema establece las condiciones que aseguran que la es suficien-

temente p otente para llev ar ev aluar un t́ ermino completamente. Para ello deb emos

rela jar las restricciones de reemplazamiento impuestas p or la funci´ on de reemplaza-

miento can´ onica .

= (Σ ) = ( )

=

( ) = I

N ( ) = Ø

Si restringimos nuestra atenci´ on al c´ omputo del aso ciado a un t́ ermino, la

es capaz de obtenerlo sin necesidad de incluir recursos op eracionales extra. Esta

afirmaci´ on adquiere su expresi´ on formal en el siguiente teorema.

= (Σ ) = ( )

(Σ )

( )

. La parte de la doble implicaci´ on es inmediata, puesto que .

Para demostrar la parte , pro cedemos p or inducci´ on sobre la estructura de .

Si , entonces, dado que , p or el T eorema 11.1.2, existe

un tal que y . Puesto que , = .

Si = (

~

), con , descomp onemos como sigue: (

~

) . Dado

que , el T eorema 11.1.2 asegura la existencia de un t́ ermino ( ~

) tal

□

>ϵ >ϵ

i i

i i

∗ ∗ ∗ ∗

∗ B

R

B

R

B

R

B

R

→ − → − → →

≤ ≤ → ⊑

∈ ≤ ≤

B

⊑

× →

B

⊑ B { }

R

R

→

Nat Nat Nat

Nat [Nat]

Nat [Nat]

Nat

Nat

Observ aci´ on 11.1.5

Observ aci´ on 11.1.6 t c s c s c t c s c δ s δ

i ar c s δ μ μ

i μ c i i ar c

μ μ

μ μ μ

t

μ

μ μ ,

μ

μ

. .

´

sel

sel

sel( , )

0 s

sel(s(s(0)),from(0))

0 s

sel( , )

from(x) x::from(s(x))

x tip os

Si tr ab ajamos c on SR

TEs c on tip os algebr aic os (c omo es habi-

tual en implementaciones b asadas en r e escritur a de lenguajes funcionales [PE93 ]) el

s ´ ımb olo de funci´ on definido me diante el pr o gr ama del Ejemplo 3.4.3, adquier e el

tip o:

donde y denotan los tip os n ´ umer o natur al y lista de natur ales r esp e cti-

vamente. En ese c aso p o demos ase gur ar que cualquier t́ ermino bien tipific ado

Num ListNum , donde y son t́ erminos de tip o y r es-

p e ctivamente, deb e pr op or cionar (en su c aso) un valor de tip o . Dado que el tip o

de una funci´ on estable c e (en los sistemas de tipific aci´ on algebr aic os) qú e s ´ ımb olos

c onstructor es intervienen en la c onstituci´ on de valor es de este tip o, esto nos p ermi-

tir´ a estable c er el c onjunto . Por ejemplo, y son los c onstructor es de datos del

tip o .

Num ListNum

rsc

Mer e c e la p ena observar que el SR T c onfluente del Ejemplo

3.4.3 tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da, debido a la r e gla

de r e escritur a

que tiene una o curr encia r e emplazante de la variable en la p arte izquier da que no

ap ar e c e c omo r e emplazante en una de sus o curr encias (la ) en la p arte der e cha.

190

que ( ~

) y ( ~ ) (

~

). Por tanto, ( ~ ) (

~

) y , consecuentemente,

para to do 1 ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on, . Puesto que ,

tenemos que ( ) para to do , 1 ( ). De esta manera, empleando la

Prop osici´ on 3.3.6, completamos la demostraci´ on.

Para p o der utilizar el T eorema 11.1.4 en la pr´ actica, deb emos cono cer antes de

iniciar la -ev aluaci´ on, de forma que p o damos establecer y

, a partir suyo, la

funci´ on de reemplazamiento empleada, de forma que verifique . Esto no

resulta tan dif ´ ıcil si disp onemos de alguna informaci´ on sobre los aso ciados a los

s ´ ımb olos de la signatura.

: [ ]

=

Num ListNum

El T eorema 11.1.4 prop orciona la cob ertura formal necesaria para generalizar el

pro cedimiento de ev aluaci´ on del t́ ermino del Ejemplo 3.4.3.

La funci´ on de reemplazamiento empleada en dicho ejemplo satisface la condici´ on

, sin m´ as que tomar = . T al como se demostr´ o en el Ejemplo 5.5.3,

el SR

T es -terminante. Esto significa que p o demos ev aluar to das las llamadas a

funci´ on de la forma sin riesgo de iniciar secuencias de reducci´ on

infinitas y con la seguridad de que el v alor aso ciado al t́ ermino inicial (cuando exista)

v a a ser obtenido p or la .

no

2 1 1

Nat

str

com

Strictness rsc

B

R

∗ ′ ∗ ′′

′ ′′

′ ∗ ′′ ∗

C

R

C

R

R

R

Ejemplo 11.1.7

Ejemplo 11.1.8

∈ T B ⊑

→ →

→ →

R C ⊎ F

⊑

R

→ →

→ →

→

{ } R

→

C { } ⊑

R

R

⊑

´

11.1.1 y completitud de los c´ omputos con μ

μ

μ

μ t

δ , V μ μ

t δ t t t t

t t δ

t δ t δ

μ

μ

, R , R

μ

μ μ μ

μ μ μ μ μ

, μ μ μ

μ

μ μ

μ μ μ f(x) g(x,x) h(0) 0

g(0,x) 0 h(s(x)) 0

g(s(x),y) s(x)

f g h s

f(x) g(x,x)

                                                                   0 s

first(s(0),from(0))

Por tanto, no p o demos ase gur ar la -c onfluencia. Sin emb ar go, el T e or ema 11.1.4 nos

ase gur a que el valor (unic o) aso ciable a c ada expr esi´ on inicial del tip o se pue de

c omputar me diante la .

no

no es una c ondici´ on ne c esaria

Consider emos el SR

T terminante y c ompletamente definido :

Esc o giendo , no tiene variables -r e emplazantes

homo ǵ ene as p or la izquier da (debido a la r e gla ). Sin emb ar go, siendo

, tenemos que y, p or tanto, el T e or ema 11.1.4 implic a la -

c onfluencia de .

strictness

rsc

T al c omo se mencion´ o en el Ejemplo 4.2.5, si estable c emos la fun-

ci´ on de r e emplazamiento de forma que emple e exclusivamente la informaci´ on de

obtenida p ar a el SR

T del Ejemplo 4.2.2 (haciendo ), no se ve-

rific a que . Por tanto, ni siquier a pue de ase gur arse que las -derivaciones

obtienen formas estables, si existen. De he cho, el t́ ermino no

191

rsc

Por tanto, necesitamos imp oner que los SR

Ts sean -confluentes para garantizar la

completitud y correcci´ on de las -ev aluaciones. La confluencia del SR

T es suficiente

para asegurar que to das las -deriv aciones que arranquen de un t́ ermino pueden

hacerse converger a su v alor ( ) (si dicho v alor existe y ). Esto es

f´ acil de establecer: si se ev al ´ ua a , y tenemos que y , la confluencia

del SR

T asegura que el v alor, tanto de como de , es . Por tanto, p or el T eorema

11.1.4 y tambí en.

A su vez, esto sugiere que tener v ariables -reemplazantes homog ´ eneas p or la

izquierda para asegurar la -confluencia de un SR T

= (Σ ) = ( ). De hecho, si consideramos SR

Ts can´ onicos y completamente

definidos (para los cuales to do t́ ermino tiene una forma normal ´ unica que adem´ as es un

v alor), el T eorema 11.1.4 implica que la confluencia del SR

T asegura la -confluencia

del mismo cuando satisface . Por ejemplo:

( ) = ( ) = ( ) = ( ) = 1

=

Con relaci´ on al argumento esgrimido en diversos traba jos [EP87, HW87, KW95,

Mar90] a favor de la esp ecificaci´ on de anotaciones sint´ acticas aso ciadas a los s ´ ımb olos

de funci´ on basadas en informaci´ on de , es sencillo ver que, en el caso de la

, esta pr´ actica no es recomendable a priori, pues no asegura la completitud de los

c´ omputos ni siquiera a una forma estable.

strictness =

⊐

Ejemplo 11.2.1

R

B

R

R

B

R

B

R

R R R

R R R R μ μ

μ

μ

μ μ μ

μ μ μ ,

μ μ μ μ ,

{ }

R

→ →

→ →

→ →

→ →

→

R

{ } { } com

com

com com com

com com com com

´

11.2 Plan teamien to de una transformaci´ on de pro-

gramas para la ev aluaci´ on eficien te de expre-

siones pue de r e ducirse a la forma estable p or que, debido a que

, el t́ ermino ya es una forma -normal.

strictness

rsc

rsc

´ unic a

Consider emos el SR T :

L a funci´ on de r e emplazamiento c an´ onic a p ar a es:

y

0::first(0,from(s(0)))

first first(s(0),from(0))

                                                                      dbl(0) 0 dbls([]) []

                                                                      dbl(s(x)) s(s(dbl(x))) dbls(x::y) dbl(x)::dbls(y)

                                                                      sel(0,x::y) x indx([],x) []

                                                                      sel(s(x),y::z) sel(x,z) indx(x::y,z) sel(x,z)::indx(y,z)

                                                                      from(x) x::from(s(x))

s :: from

dbl dbls indx sel

192

( ) = 1

La insuficiencia de la informací on de para asegurar la completitud de los

c´ omputos mediante la (p or contrap osici´ on al uso habitual de este tip o de infor-

maci´ on en otros sistemas de c´ omputo), se deb e a la interpretaci´ on op eracional de las

anotaciones sint´ acticas. T al como se indic´ o en la intro ducci´ on, con la la presencia

expl ´ ıcita de anotaciones (recogidas p or la funci´ on de reemplazamiento) constituyen la

forma de activ ar el c´ omputo de los argumentos (subt́ erminos) de una llamada

a funci´ on (o expresi´ on). Sin embargo, en programaci´ on funcional, p or ejemplo, las

anotaciones son auxiliares. Asumen un mecanismo de c´ omputo preexistente (normal-

mente una estrategia p erezosa) que garantiza la completitud del c´ alculo.

El hecho de que, de acuerdo con el T eorema 11.1.2, seamos capaces de obtener una

forma estable constructora empleando la funci´ on de reemplazamiento , contrasta

con la necesidad, de acuerdo con el T eorema 11.1.4, de utilizar para la ev aluaci´ on

completa. Puesto que, en general, ´ esta es menos restrictiv a que aqú ella, es decir

, el empleo de sup one un riesgo de realizaci´ on de reducciones in ´ utiles

o, lo que es p eor, de iniciar secuencias de reducci´ on infinitas. Para ilustrar esta

afirmaci´ on, veamos algunos siguientes ejemplos.

( ) = ( ) = ( ) = Ø

( ) = ( ) = ( ) = 1 ( ) = 1 2

Nat

Nat Nat Nat

Ejemplo 11.2.2

R

R

R

B

R R

B

R

R

B

R

B

R

R com

com

com

com

com

com μ

μ

μ ,

μ μ

μ

μ

μ

μ

t t

μ

t

,

→ ∗

→ ∗∗

→

→ ∗

→

→

→

B { }

{ }

→

∗ ∗∗

R

R

→

× →

11.2. EV

ALUACI

´

ON EFICIENTE POR TRANSFORMACI

´

ON

Po demos evaluar el t́ ermino hasta una forma estable c ons-

tructor a emple ando :

L a derivaci´ on no pue de c ontinuar puesto que es una forma -

normal.

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1 y la expr esi´ on inicial

. Po demos evaluar hasta una forma estable

c onstructor a emple ando :

Si dese amos obtener el valor de , una lista de n ´ umer os natur ales de acuer do c on el

p erfil sel(s(0),dbls(from(0)))

                                                                        sel(s(0),dbls(from(0)

                                                                                    ))

sel(s(0),dbls(0::from(s(0)))

)

sel(s(0),dbl(0)::dbls(from(s(0))))

sel(0,dbls(from(s(0))

))

sel(0,dbls(s(0)::from(s(s(0))))

)

sel(0,dbl(s(0))::dbls(from(s(s(0))))

dbl(s(0))

s(s(dbl(0)))

s(s(dbl(0)))

0 s

0 s

s s

s(s(dbl(0)

)) s(s(0))

s(s(0))

::

indx(s(0)::[],dbls(from(0)))

                                                                        indx(s(0)::[],dbls(from(0)))

sel(s(0),dbls(from(0)))::indx([],dbls(from(0)))

                                     indx

193

( )

( )

( )

Si consideramos ahora tal como se defini´ o en el Ejemplo 11.2.1 y =

(dado que el tip o de la expresi´ on de entrada es cuyos constructores son y ),

entonces ( ) = 1 (p ero recordemos que ( ) = Ø). Ahora p o demos completar

la deriv aci´ on interrumpida en el Ejemplo 11.2.1,

hasta obtener el v alor final .

Al considerar el primer tramo de la deriv aci´ on como una -deriv aci´ on en lugar

de como una -deriv aci´ on, a ´ un p o demos evitar las reducciones no terminantes o

in ´ utiles que p o dr ´ ıan iniciarse en los pasos marcados con ( ) y ( ) en el Ejemplo 11.2.1,

resp ectiv amente. Esto se deb e a que ( ) = Ø. M´ as a ´ un, p o demos demostrar que

es -terminante (empleando el ḿ eto do de Zantema, ver la Secci´ on 5.5). No

obstante, pueden darse situaciones m´ as comprometidas.

=

: [ ] [ ] [ ]

1 ( ) com

ar c

com

B

R

B

R

B

R

B

R

R

R

B { } { } { }

→

→ ∗

→ ∗∗

→

→ ∗

→

→

→

→

R { }

∗

∗∗

∈ C

C ⊎ F ∈ T

, , , μ μ ,

μ μ ,

μ

t

s c s t c

s , . . . , s s

μ

t , V t

´

Definicí on 11.2.3 (Contexto constructor m´ aximo de un t́ ermino)

0 s [] :: s ::

sel(s(0),dbls(from(0)))::indx([],dbls(from(0)))

sel(s(0),dbls(from(0)

))::[]

sel(s(0),dbls(0::from(s(0)))

)::[]

sel(s(0),dbl(0)::dbls(from(s(0))))

::[]

sel(0,dbls(from(s(0))

))::[]

sel(0,dbls(s(0)::from(s(s(0))))

)::[]

sel(0,dbl(s(0))::dbls(from(s(s(0)))))

::[]

dbl(s(0))::[]

s(s(dbl(0)

))::[]

s(s(0))::[]

::

from

double(0) definir emos . Por tanto, y . Esto nos

p ermite c ontinuar hasta el final:

Sin emb ar go, es -terminante ahor a: puesto que , es p osible

aplic ar a los t́ erminos de los p asos mar c ados c on la r e gla de r e escritur a p ar a la

funci´ on de forma r eiter ada. El lo hac e p osible definir una se cuencia de r e duc ci´ on

infinita que c on no p o d ´ ıa darse. A dem´ as tambí en se facilita la r e alizaci´ on de

p asos de r e duc ci´ on inne c esarios al que dar abierta la p osibilidad de r e ducir el r e dex

en el p aso mar c ado c on . Clar amente, actuar sobr e dicho r e dex no

c ontribuye a la evaluaci´ on de la expr esi´ on inicial.

rsc

Se a una signatur a y . El CCM

194

= ( ) = 1 ( ) = 1 2

( )

( )

( )

no ( ) = 1 2

( )

( )

Para evitar situaciones como las indicadas en el Ejemplo 11.2.2, v amos a intro ducir

una transformaci´ on de programas. Dicha transformaci´ on se inspira en una observ aci´ on

muy simple: el pro ceso de ev aluaci´ on de un t́ ermino puede descomp onerse en dos

fases:

1. Obtener una forma estable constructora = ( ~

) de para alg ´ un .

2. Ev aluar (recursiv amente) los subt́ erminos inmediatos de .

Este esquema de ev aluaci´ on puede implementarse directamente mediante la sin

emplear control adicional. Para hacerlo eficientemente, necesitamos manejar de forma

separada las restricciones que son necesarias para obtener una forma estable construc-

tora a partir de la expresi´ on inicial (represe ntadas p or ) y las que son necesarias

para propagar dicha ev aluaci´ on incompleta sobre los subt́ erminos no ev aluados que se

encuentran en el seno de un contexto constituido ´ unicamente p or constructores. Para

formalizar dicha diferenciaci´ on, intro ducimos el siguiente concepto.

Σ = (Σ ) contexto constructor m´ axim o ( ) n 1

□

R

data | |

1 1

1

1 11 1 1

1

1

Nat Bo ol [Nat] k k

n i i

i

com

k n n nk

i i

i

k

k

∈

∈ C

∈ F

C ⊎ F

∈ T ∈ F

≤ ≤

· · ·

≥ ≤ ≤

∈

× × →

{ } ∈

11.3. S ´ ıMBOLOS INTERNOS Y EXTERNOS

Definicí on 11.2.4 (S ´ ım b olo definido externo)

11.3 Diferenciando los s ´ ım b olos in ternos y externos t

t x t x V

c t , . . . , t t c t , . . . , t c

r oot t

t , V C t t C t , . . . , t r oot t f

t

t f t

t i n

μ

τ c τ , . . . , τ c τ , . . . , τ

c τ ar c

k i i n

f

f τ . . . τ τ

f ty pe f τ f

ty pear g f τ , . . . , τ x V

ty pe x

t f t

ty pe t ty pe f de es:

CCM si

CCM CCM si y

si

A ve c es escribir emos CCM p ar a abr eviar la expr esi´ on .

Se a una signatur a y

. Si CCM y , a los s ´ ımb olos

se les denomina los de .

Por deb ajo

tip o

195

( ) =

=

( ( ) ( )) = ( )

( )

contexto constructor m´ aximo

Σ =

(Σ ) [ ] = ( ) = [ ] ( ) =

s ´ ımb olos definidos externos

de los s ´ ımb olos definidos externos de un t́ ermino = (

~

), las tareas de

reducci´ on de los subt́ erminos , para 1 , deb en av anzar s´ olo hasta obtener una

forma estable constructora de cada uno de ellos. Por tanto, s´ olo necesitamos emplear

para reducirlos suficientemente.

En programaci´ on funcional, to da expresi´ on tiene un tip o [FH88, PE93, Rea93]. Los

tip os monoḿ orficos corresp onden a dominios de v alores. Si traba jamos con tip os

de datos algebraicos, p o demos identificar los t́ erminos constructores b´ asicos (esto

es, sin v ariables) que pueden definirse empleando los s ´ ımb olos constructore s de la

corresp ondiente definici´ on de tip o, con los v alores del dominio que corresp onde al

tip o monoḿ orfico en cuesti´ on. A partir de ahora, en este cap ´ ıtulo, asumiremos la

existencia de un sistema de tip os de datos algebraico. La forma general de una

declaraci´ on de un tip o algebraico monoḿ orfico es [FH88]:

= ( ) ( )

donde los son s ´ ımb olos constructores de datos del tip o cuya aridad es ( ) =

0 para to do , 1 . Emplearemos en los ejemplos algunos tip os b´ asicos

como , , etc. T ambi ´ en algunos tip os estructur ados como , el tip o lista de

n ´ umeros naturales.

En una implementaci´ on p or reescritura de un lengua je funcional [PE93], emplea-

remos SR

TEs tipificados. Los s ´ ımb olos Σ tienen aso ciado un tip o:

:

El de es ( ) = . Los tip os de los argumentos de vienen recogidos en

el conjunto ( ) = . Las v ariables tambi ´ en p oseen un tip o,

( ). Siempre asumiremos que los t́ erminos construidos empleando estos s ´ ımb olos

est´ an bien tipificados. El tip o de un t́ ermino = (

~

) es el tip o del s ´ ımb olo que se

encuentra en la ra ´ ız de dicho t́ ermino: ( ) = ( ).

1 ( )

⋃

F

≤ ≤ F

′

′

∗

∗ τ

τ

i ar c i

τ

τ

τ dbl

dbls

sel

indx

from

Nat Nat

Nat Nat

Nat Nat Nat

Nat Nat Nat

Nat Nat

R

R

→

→

× →

× →

→

B ⊆ C

C

C { ∈ C | }

∈

{ } ∈ F

∪ ∉ F

C

{ } ∪

∈ C

∈

C

C { ∈ C | ∈ }

´

t τ ty pe t

τ

t

τ

τ

c ty pe c τ

t

t t V

f f r oot t

t c r oot t

t V ar t

t

t

x ty pe x

τ τ

τ τ

c

τ c τ

τ

c ty pe c τ

Ejemplo 11.3.1

Notaci´ on 11.3.2

Notaci´ on 11.3.3

Notaci´ on 11.3.4

Notaci´ on 11.3.5

Notaci´ on 11.3.6

196

:

: [ ] [ ]

: [ ]

: [ ] [ ] [ ]

: [ ]

De acuerdo con esto, resulta sencillo emplear el T eorema 11.1.4 puesto que, dado

un t́ ermino de tip o = ( ), p o demos establecer un sub conjunto m´ axim o de

s ´ ımb olos constructores que formar´ an parte de cualquier v alor de tip o que

pueda obtenerse como resultado de ev aluar . Para formalizar la diferenciaci´ on de

s ´ ımb olos que v amos a realizar, intro ducimos los siguientes conjuntos:

= ( ) =

( ) =

Ø

= ( )

( ) = ( )

( ) = ( ( ))

v ariables constructoras -v ariables

( ( ))

( )

( ) =

( )

( )

= ( ) ( )

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Siguiendo la notaci´ on

intr o ducida, c ar acterizamos c omo un SR

T tipific ado c omo sigue:

Dado un tip o , denotamos c omo el c onjunto de s ´ ımb olos c ons-

tructor es de dato de tip o :

El c onjunto de s ´ ımb olos definidos que o cup an p osiciones ‘externas’

en un t́ ermino es

outer si

si

outer si

L as variables p ertene cientes al c onjunto

CV ar CCM

de variables de que se encuentr an pr esentes en el c ontexto c onstructor m´ aximo de

, se l laman (o simplemente ).

El c onjunto de tip os aso ciados a los s ´ ımb olos que pue den sur gir p or

instanciaci´ on de una variable c onstructor a es CVT yp e , donde, dado un tip o

, CVT yp e es el menor c onjunto de tip os que satisfac e la siguiente e cuaci´ on:

CVT yp e

typ e ar g

CVT yp e

El c onjunto de s ´ ımb olos c onstructor es que pue den enc ontr arse

en alg ´ un t́ ermino de tip o es:

CVT yp e

□

2

⋃

Nat

CV ar

0 s

dbl sel

en la r a ´ ız

∗

∗

∈

∗

R

R → ∈

F

( )

( )

( )

2

(

~

)

Nat

Nat Nat Nat Nat ty pe t

ty pe t

x t

f l r R

Lema 11.3.7

Notaci´ on 11.3.8

Ejemplo 11.3.9

C

C ⊎ F ∈ T

∈ T C ∪ { }

{ ∈ F | ∈ }

C { }

{ } ∪ { }

{ }

R C ⊎ F ∈ F

∈ F

→

⊆ F

∪

11.4. APROXIMACI

´

ON DE S ´ ıMBOLOS DEFINIDOS EXTERNOS

t

t , V

C t C , V

t

t f ty pe f ty pe x

x ty pe x ,

ty pe x ,

x ,

, R , R f

t

f r oot t f

t f t

f l r t

r

f

r hs f

f r

11.4 Apro ximando los s ´ ım b olos definidos externos

presen tes en una secuencia de reescritura

Se a una signatur a. Se a un t́ ermino (bien

tipific ado). Si CCM , entonc es .

El c onjunto de s ´ ımb olos definidos que pue den p asar a o cup ar p o-

siciones externas p or instanciaci´ on de las variables c onstructor as existentes en un

s ´ ımb olo es:

V outer CVT yp e

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Calculemos el c onjunto

V outer . Sup ongamos que . A dví ertase que . Dado que

CVT yp e CVT yp e CVT yp e

obtenemos V outer .

rhs

outdefrhs

outdefrhs outer

Algunos an´ alisis similares al que presentamos aqu ´ ı pueden encontrarse en [BEØ93, DS87

]. Sin

embargo, no p o demos emplearlos tal cual los prop onen los autores pues no son suficientemente

precisos para nuestros fines. En dichas aproximaciones, los autores buscan encontrar ´ unicamen te el

conjunto de s ´ ımb olos situados de los p osibles reductos de un t́ ermino dado, o el conjun to de

s ´ ımb olos constructores externos (hasta cierto nivel de profundidad) presentes en cualquier deriv aci´ on

que parte de un t́ ermino.

197

El siguiente lema relaciona los s ´ ımb olos constructore s que aparecen en el contexto

constructor maximal de un t́ ermino y el conjunto .

Σ = (Σ )

[ ] = ( ) [ ] ( )

( ) = ( ) ( ( ))

( ) ( ) = =

( ( )) = ( ) = ( ) =

( ) =

Dado un SR

TE = (Σ ) = ( ) y un s ´ ımb olo definido , nos interesa

determinar los s ´ ımb olos definidos que pueden pasar a o cupar p osiciones externas

(en el sentido de la Definici´ on 11.2.4) en alguno de los t́ erminos de que consta una

secuencia de reducci´ on arbitraria que parta de un t́ ermino cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız

es precisamente , es decir, ( ) = . Para acometer esta tarea, centrare-

mos primero nuestra atenci´ on en secuenc ias simples que consten de un solo paso de

reescritura aplicado a un redex = (

~

). Po dr´ an surgir nuevos s ´ ımb olos definidos

externos como resultado de los siguientes mecanismos:

1. La aplicaci´ on de una regla (

~

) a intro duce los nuevos s ´ ımb olos definidos

en p osiciones externas que ya se encuentran en la de la regla. El conjunto

( ) contiene los s ´ ımb olos definidos externos que se encuentran

en las ’s de las reglas que definen el s ´ ımb olo :

( ) = ( )

□

(

~

)

(

~

)

⋃

⋃ ⋃

⋃ ⋃ ⋃

⋃

⋃ ⋃

⋃

⋃

Demostraci ´ on f l r R

f l r R

g F

g

G g G

G

R

R

→ ∈

R

R

R

→ ∈

F

R

R

∈

R R

R

R R

R

∈ G

R R

∈G ∈

R R

∈G

R

R

R R

R R

R

R f l r t

r

f

r hs f

f r

f

f f f

r r

t

, R , R

F F g

, R , R

g

G g

G

F G F G

F F

F

´

→

C

⊆ F

∪

∪

∪ ∪

R C ⊎ F

F P F → P F

F ∪ F

F R C ⊎ F

G ⊆ P F

F G F G

F G G ∪ F

∪ F

F

F G

F F

⊆ F ⊆ F

⊆ F

∈ P F

F

Notaci´ on 11.4.1

Definicí on 11.4.2

Prop osici´ on 11.4.3 (Contin uidad de ) instvarrhs

instvarrhs V outer

R e c o gemos to dos estos nuevos s ´ ımb olos definidos externos r esul-

tantes de aplic aci´ on de alguna de las r e glas que definen en un ´ unic o c onjunto

newouter outdefrhs instvarrhs

outer V outer

Se a un SR

TE. Definimos la funci´ on

c omo la menor soluci´ on de la e cuaci´ on:

newouter

Se a un

SR TE. Si es una c ole c ci´ on de c onjuntos de s ´ ımb olos definidos, entonc es

newouter

newouter

monoton ´ ıa

198

2. La aplicaci´ on de una regla (

~

) a intro duce nuevos s ´ ımb olos definidos

externos debidos a la instanciaci´ on de las -v ariables existentes en . Ahora,

( ) es el conjunto de dichos s ´ ımb olos definidos externos para

cada de las reglas que definen :

( ) = ( )

una

( ) = ( ) ( )

= ( ( ) ( ))

Para obtener los s ´ ımb olos definidos externos que pueden surgir en una secuencia de

reducci´ on que arranque en y que involucre m ´ ultiples pasos de reducci´ on elementales,

intro ducimos la siguiente definici´ on.

= (Σ ) = ( )

: ( ) ( )

( ) = ( ( ))

= (Σ ) = ( )

( )

( ) = ( )

.

( ) = ( ( ))

= [ ( ( ))]

= ( )

= ( )

La funci´ on es un op erador de cierre: la continuidad de implica su

(siempre que , tenemos ( ) ( )). Es muy sencillo confirmar, a

partir de la definici´ on del op erador, que ´ este es extensivo ( ( ) para to do

( )). A continuaci´ on demostramos su idemp otencia, empleando para ello una

definici´ on equiv alente de que se obtiene f´ acilmente al desarrollar la soluci´ on de la

ecuaci´ on de definici´ on dada en la Definici´ on 11.4.2 mediante las t́ ecnicas usuales de

punto fijo.

n

□

′

R newouter

F

F F F

F F F F

F

⋃

⋃

⋃

⨆

⋃

⋃ ⋃

⋃

⋃ ⋃

⋃

Demostraci ´ on

Prop osicí on 11.4.4

0

0

+1

( )

0 1

0 +1

0

( )

0 1 2

0 n n

n

g H F

g F

n

n n

n n

g F

g F g g

g F

g F

n n

R

≥

∈

R

R

∈

R

⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

R

≥

⊥

R

∈

R

∈

R

∈

R

′

∈

R

∈

R

′

R

R

′

≥

´

´

R C ⊎ F

F

F

∪

P F → P F

⊑

⊆ P F

∈ P F → P F ≥

∈ P F → P F

∈ P F

F

F ∪

∪ ∪

∪ ∪ ∪

· · ·

∪

∪ ∪

∪ ∪

∈

∈

∪

· · ·

∪ ∪ ∪ · · ·

, R , R

F H F

H F F

H F g n >

λf .λF .F f g

f , f , . . . , f , . . .

f f f f f n

f f F

F

f

F F

F g

F g g

F

F g

F g

g F

g g g

H F H F H F

H F

Se a un SR

TE. Entonc es,

donde

y

newouter si

newouter

newouter

newouter newouter

newouter

newouter

newouter newouter

199

= (Σ ) = ( )

( ) = ( )

( ) =

( ) = ( ) 0

. La funci´ on es el menor punto fijo de la funcional continua

= ( ( ))

que puede obtenerse como el supremo (en el orden parcial completo [ ( ) ( )]

de las funciones continuas ordenadas mediante el orden , extensi´ on punto a punto

del orden sobre ( )) de la secuencia de Kleene

( ) ( ) ( )

donde ( ) = y ( ) = ( ( )) para to do ( ) ( ) y 0. La

funci´ on ( ) ( ) (elemento m ´ ınimo del orden) viene dada p or ( ) = Ø

para to do ( ). F ormalm ente:

= ( )

Si desarrollamos esta expresi´ on obtenemos:

( ) =

( )

( ( ) ( ))

=

( )

( )

( )

( )

= ( ) ( ) ( )

= ( )

Ahora estamos en condiciones de establecer el siguiente resultado:

□

⋃

⋃

⋃

R

R

R

0

1

+1

( )

( )

( ) q

q

q

p

p

f

f

f

f

f

g f g

f

g f

g f g newouter

newouter

newouter

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

R

R R R

R

R R R R R

R

R

R R R

− R R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

∈

R

R

R

R R

∈

R

∈ R

´

, R , R

F F F

F F F

F F g F

q g H F q

g F

q H F H F F

q > f H F g f

f F p f H F

g H F F

F

t

r oot t F

t

f

f

, R , R f

f

f t

f

, R , R f

f

f

f f

f g

f

Prop osici´ on 11.4.5 (Idemp otencia de )

T eorema 11.4.6

Definicí on 11.4.7

Prop osici´ on 11.4.8

F R F ⊎ C

∈ P F F F F

⊆ F ∈ P F

F F ⊆ F ∈ F F

≥ ∈ F

∈ F

F F F

∈ F ∈

∈ F ≥ ∈

∈ ⊆ F

F

F

F

∈

F { }

R C ⊎ F ∈ F

F

F F { }

F

F

F

R C ⊎ F ∈ F

F { } ∪ F

F F { }

{ } ∪ F

{ } ∪ F { }

{ } ∪ F

Se a un

SR TE. Si , entonc es .

newouter

es un op er ador de cierr e.

Se a un SR

TE y . Definimos el

c onjunto c omo

Se a un SR

TE. Si , entonc es

newouter

200

= (Σ ) = ( )

( ) ( ( )) = ( )

. Puesto que ( ) para cada ( ), s´ olo necesitamos

demostrar que ( ( )) ( ). Si ( ( )), p or la Prop osici´ on 11.4.4,

existe un 0 tal que ( ( )). Demostramos, p or inducci´ on sobre , que

( ).

Si = 0, entonces ( ( )) = ( ( )) = ( ).

Si 0, existe un ( ( )) tal que ( ). Por la hip´ otesis

de inducci´ on, ( ); es decir, existe un 0 tal que ( ). Por tanto,

( ) ( ), lo que concluye la demostraci´ on.

Los resultados anteriores nos p ermiten enunciar el siguiente teorema.

La funci´ on p ermite obtener una cierta aproximaci´ on al pro ceso de reescritura:

( ) prop orciona el conjunto de s ´ ımb olos definidos externos que pueden aparecer

en cualquier secuencia de reducci´ on que arranque en un t́ ermino cuyo s ´ ımb olo a la

ra ´ ız sea un s ´ ımb olo definido ( ) . Esta informaci´ on se utiliza para definir una

transformaci´ on de programas que prop orciona una versi´ on extendida del programa

original, esp ecialmente adecuada para ev aluar t́ erminos cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız sea

un determinado s ´ ımb olo . Por este motiv o, centraremos nuestra atenci´ on en analizar

el resultado de aplicar sobre el conjunto unitario .

= (Σ ) = ( )

= ( )

El conjunto consta de los s ´ ımb olos definidos que pueden o cupar p osiciones exter-

nas en alguna secuenc ia de reducci´ on que arranque de un t́ ermino (

~

) cuyo s ´ ımb olo

a la ra ´ ız es precisamente . Al hacer esto, p o demos demostrar la siguiente propiedad

que, de hecho, es una definici´ on alternativ a de que no requiere utilizar la funci´ on

.

= (Σ ) = ( )

=

. Utilizando la Prop osici´ on 11.4.3 escribimos:

= ( )

= ( ( ))

= ( )

=

□

, .

.

,

.

.

, .

,

,

, ,

Ejemplo 11.4.9

R

R

R

R

R

R

R

R R R

R R

R

R

R

R

R R R sel

indx

sel sel dbl

dbl dbl

sel

indx indx sel

R F

F

{ } { }

{ }

{ }

F { } ∪ F ∪ F

F { } ∪ F { }

F { }

{ }

{ }

F { } ∪ F ∪ F { }

´

´

                                                                                     sel sel sel sel dbl

                                                                                     dbl dbl dbl

sel sel dbl

sel

dbl dbl

sel dbl

indx sel indx indx

sel sel indx

                              indx indx sel dbl e cuaciones sobr e c onjuntos

e cuaciones sobr e funciones de c onjuntos

Consider emos el SR

T en el Ejemplo 11.2.1. Obtengamos

y .

1. T enemos que

outdefrhs e instvarrhs

T ambí en,

outdefrhs e instvarrhs

Por tanto, newouter y, emple ando la Pr op osici´ on 11.4.8,

obtenemos:

T ambí en,

Por tanto,

2. T enemos outdefrhs e instvarrhs . Entonc es,

tendr emos que newouter y:

201

lo cual concluye la demostraci´ on.

La venta ja de esta nuev a definici´ on es que s´ olo necesitamos aplicar las t́ ecnicas de

punto fijo para resolver que involucran op eraciones simples

como la uni´ on de conjuntos. Con la definici´ on original, nos ver ´ ıamos obligados a

traba jar con .

Al emplear la Prop osici´ on 11.4.8, obtenemos un sistema de ecuaciones sobre con-

juntos cuya soluci´ on es una colecci´ on de conjuntos que satisfacen dichas ecuaciones.

Po demos encontrar dichas soluciones, ahora de forma m´ as simple, mediante t́ ecnicas

de punto fijo [Man74 ].

( ) = ( ) =

( ) = ( ) = Ø

( ) =

=

= =

=

( ) = ( ) = Ø

( ) =

= =

□

G

G

G

G

G

G G sel dbl sel

0

1

2

3

4 3

( ) ( )

Demostraci ´ on f g

f

f

g f

f

g f

f

ty pe g ty pe f

f

f

f

R R R

R R

R

R

R R

R

R

R R R R R R

R R

R

∗ ∗

R

R

11.5 Correcci´ on de la apro ximaci´ on

Prop osici´ on 11.4.10

Prop osici´ on 11.4.11

´

m ´ ınimas

Se a un SR

TE y . Si ,

entonc es .

Se a un SR

TE y . Si ,

entonc es .

sel

dbl

indx

sel dbl indx

sel dbl indx

sel dbl dbl indx sel

sel dbl dbl indx sel dbl

X Y Z

X X Y

Y Y

Z Z X

λ X , Y , Z . X Y , Y , Z X

, , , ,

, , , ,

, , , , , ,

, , , , , , ,

, , , ,

g

, R , R f g

g g f

g f g f

, R , R f g

t

r oot t f

t g t g f

ev , V

F F F

{ } ∪ ∪

{ } ∪

{ } ∪ ∪

⟨ ⟩ ⟨{ } ∪ ∪ { } ∪ { } ∪ ∪ ⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

⟨ ⟩ ⟨{ } { } { }⟩

⟨ ⟩ ⟨{ } { } { }⟩

⟨ ⟩ ⟨{ } { } { }⟩

⟨ ⟩ ⟨ ⟩

F F

∈ F

R C ⊎ F ∈ F ∈ F

F ⊆ F

∈ F { } ⊆ F { }

F F { } ⊆ F F { } F { } ⊆ F { }

F ⊆ F

R C ⊎ F ∈ F ∈ F

C ⊆ C

R

F

∈ F ∈ F

202

De manera informal, los resultados del Ejemplo 11.4.9 pueden obtenerse de forma

r´ apida si conjeturamos los conjuntos = , = , y = que son las

soluciones (en el sentido de la inclusi´ on conjuntista) de las ecuaciones

=

=

=

Estos conjuntos pueden calcularse como el menor punto fijo de la funci´ on

=

mediante la secuencia de Kleene:

( Ø Ø Ø ) = Ø Ø Ø

( Ø Ø Ø ) =

( Ø Ø Ø ) =

( Ø Ø Ø ) =

( Ø Ø Ø ) = ( Ø Ø Ø )

La siguiente prop osici´ on establece que el conjunto contiene los comp onentes

de cada miem bro .

= (Σ ) = ( )

. Dado que , tenemos ( ). Por monoton ´ ıa de

, ( ) ( ( )). Por idemp otencia, ( ) ( ). Por tanto,

.

= (Σ ) = ( )

Afirmamos que, al reescr ibir mediante un SR

TE un t́ ermino que verifica la con-

dici´ on ( ) = , ´ unicamente encontraremos t́ erminos cuyos s ´ ımb olos definidos ex-

ternos p ertenezc an al conjunto . De hecho, tal como demostramos m´ as aba jo,

esto tambí en es cierto para cualquier secuenc ia de reducci´ on iniciada a partir de un

t́ ermino = (

~

) tal que , para un s ´ ımb olo determinado.

Po demos ser m´ as concretos a ´ un y caracterizar el conjunto (Σ ) de t́ erminos

que intervienen en las deriv aciones mencionadas.

□

□

R

∗

R

∗

R

∗

R

R

∗

1 ( )

( )

1 ( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

( )

Demostraci ´ on

´ on

11.5. CORRECCI

´

ON DE LA APROXIMACI

´

ON

f

f

f f

ar g

f

ty pe f ar c f

f f

f

f f

ar g

f

ty pe f ar c f

f

f f f

f f

f f

f

f

ty pe f i f

i f

i

f

f f

f

ty pe f

f

Definicí on 11.5.1

Definicí on 11.5.2

Prop osicí on 11.5.3

Prop osicí on 11.5.4

R C ⊎ F ∈ F

⊆ T

⊆

∈ ∈ F ∈ T

∈ ∈ C ∈

⊆

R C ⊎ F ∈ F

⊆ T

∈ ∈ F ∈ T

∈ ∈ C ∈

⊇ ∩

T ⊆

R C ⊎ F ∈ F

∈ ∈ C

∈ F

∈ C ∈

∈ C ≤ ≤

R C ⊎ F ∈ F ∈

∈ T → ∈

| | ∈

| | ∈ F

→ ∈ ∈ T C ∪ { }

∈

, R , R f

ev , V , V

V ev , V

g t ev , V g t , . . . , t , V

c t ev , V c t , . . . , t ev , V

V ev , V g ev , V

, R , R f

g ev , V , V

g t g ev , V g t , . . . , t , V

c t g ev , V c t , . . . , t g ev , V

g ev , V

g ev , V ev , ev , V

, g ev , V g ev , V

, R , R f

t g ev , V t ev , V t

t g ev , V

t g t g

t c t c t g ev , V

t ev , V t i ar c

ev , V

, R , R f t

ev , V s , V t s s ev , V

u u O t

u u ϵ t g t g t σ l

l r R s σ r C s , V

s ev , V C

Se a un SR

TE y . Se define el

c onjunto c omo el menor c onjunto que satisfac e las c ondiciones:

si y

si y

(Como en el r esto del c ap ´ ıtulo, asumimos que la c onstruc ci´ on de estos t́ erminos r esp eta

las r e glas de tipific aci´ on.)

Se a un SR

TE y . Se define el

c onjunto c omo el menor c onjunto que satisfac e las c ondiciones:

si y

si y

Se a un SR

TE y . Entonc es,

si y s´ olo si y no c ontiene -variables.

Se a un SR

TE y . Se an

y . Si , entonc es .

CCM

203

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ )

(Σ )

(

~

) (Σ ) (Σ )

(

~

) (Σ ) (Σ )

Si no exigimos (Σ ), estaremos definiendo el conjunto (Σ ).

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ )

(

~

) (Σ ) (Σ )

(

~

) (Σ ) (Σ )

Los t́ erminos que integran el conjunto (Σ ) no son necesariamente b´ asicos.

En particular, (Σ ) (Σ Ø). No obstante, es evidente que (Σ )

(Σ Ø) (Σ ). Los t́ erminos en (Σ ) son ‘b´ asicos’ en el siguiente

sentido.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ )

. Por inducci´ on sobre la estructura de en (Σ ). El caso base,

cuando = (

~

) para alg ´ un , es inmediato. Para dar el paso de inducci´ on,

sea = (

~

) con . Por la hip´ otesis de inducci´ on, (Σ ) si y s´ olo

si (Σ ) y no contiene -v ariables, para 1 ( ). Esto completa la

demostraci´ on.

La siguiente prop osici´ on establece que (Σ ) p osee la propiedad deseada: es ce-

rrado ba jo reducci´ on.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ ) (Σ )

on en la longitud de la o currencia redex ( )

que se considera para reducir el t́ ermino.

Si = 0, entonces = y = (

~

), con , es un redex = ( ) de la regla

y = ( ). Sea [ ] = ( ) ( ). Mostraremos que

(Σ ) p or inducci´ on sobre la estructur a de [ ].

□

□

□

Demostraci ´ on

1 ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

′

R

′

R R

′

R R

∗

∗ ∗ ∗ ∗

R

∗

∗

∗

R

R

R

R

∗

R

∗

´

g f

g f

f

ar c

ty pe s

ty pe g ty pe g ty pe f ty pe f

i i

i f

f

f

f

ty pe f i f

i i i

i f

j j

i f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f f f

f f f

T eorema 11.5.5 (Correcci´ on de la aproximaci´ on)

Observ aci´ on 11.5.6

Prop osici´ on 11.5.7

∈ ∈

∈ F ∈ F

∈ F ⊆ F ∈

∈

C

∈

C C ⊆ C ∈ C

≤ ≤

∈ ≤ ≤

| | ∈ F

∈ C ∈ ≤ ≤

≤ ≤ →

∈

∈ ≤ ≤

R C ⊎ F

∈ F ∈ ∈ T → ∈

→

F

∈ F

F

∈ F \F

→ ∉

→ ∈ F ∈ F

∈ → ∉

R C ⊎ F ∈ F ∈

∈ → ∈

C x V C g r oot s g

g g

g s ev , V

C c C , . . . , C s c s c

ty pe s ty pe t ty pe g c

c

C s i ar c

s ev , V i ar c

ev , V

u > r oot s r oot t ev , V

t c t c t ev , V i ar c

t i i ar c t s

s ev , V t s j i

t ev , V i ar c

, R , R

f t ev , V s , V t s s

ev , V

m t s

r oot

t r oot t

t

f g s

t s s ev , V

g ev , V

g l x g f

g l g ev , V g l x x g ev , V g ev , V

, R , R f t

ev , V s g ev , V t s t g ev , V newouter

CCM CCM

Se a

un SR

TE y . Se a y . Si , entonc es

.

El T e or ema 11.5.5 p ermite afirmar que c ontiene los

s ´ ımb olos que ap ar e c en en p osiciones externas dentr o de los t́ erminos pr esentes en

cualquier se cuencia de r e duc ci´ on que p arta de un t́ ermino cuyo s ´ ımb olo a la r a ´ ız se a

. De otr o mo do, si existier a un s ´ ımb olo externo en alg ´ un t́ ermino , tal

que , se tendr ´ ıa que , viol´ andose el citado te or ema.

r e duc ci´ on inversa

Se a un SR

TE y . Se an

y . Si , entonc es .

204

1. Si [ ] = es inmediato. Si [ ] = , entonces = ( ) ( )

y , p or la Prop osici´ on 11.4.8, . Dado que , p or la Prop osici´ on

11.4.10, tenemos que . Por tanto (Σ ).

2. Si [ ] = ( [ ] [ ]), entonces = ( ~ ) y , p or el Lema 11.3.7,

. Puesto que las reglas de reescritura est´ an bien tipificadas y la reducci´ on

se llev a a cab o a la ra ´ ız del t́ ermino, ( ) = ( ) = ( ). As ´ ı,

y , p or la Prop osici´ on 11.4.11, ; es decir, .

Por definici´ on de , [ ] = ( ) para 1 ( ) y

, p or la hip´ otesis de

inducci´ on, se tiene (Σ ) para 1 ( ). Por tanto, p or definici´ on

de (Σ ), se sigue la conclusi´ on.

Si 0, cuando ( ) = ( ) , p or definici´ on de (Σ ), obtenemos el

resultado deseado.

Por otro lado, si = (

~

) y , entonces (Σ ) para 1 ( ).

Existe un subt́ ermino , para alg ´ un , 1 ( ), tal que . Entonces, p or

la hip´ otesis de inducci´ on, (Σ ). Puesto que = para to do = ,

(Σ ) para 1 ( ). Esto concluye la demostraci´ on.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ )

(Σ )

. Por inducci´ on sobre la longitud de la deriv aci´ on , y

utilizando la Prop osici´ on 11.5.4.

El T eorema 11.5.5 tambí en implica que el conjunto es cerrado ba jo aplicaci´ on de la

op eraci´ on sobre subt́ erminos maxim ales (cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız es no constructor)

contenidos en reductos de t́ erminos que satisfacen ( ) .

to dos

(Σ )

El conjunto (Σ ) no es cerrado ba jo reescr itura. Por ejemplo, si consideramos

una regla (

~

) del SR

TE, y un s ´ ımb olo para alg ´ un , entonces

(

~

) (Σ ), p ero (

~

) y (Σ ). Sin embargo, (Σ ) es

cerrado ba jo .

= (Σ ) = ( )

(Σ ) (Σ ) (Σ )

V

□

V

V f

f

f

indx

′ ′

′

R

R

Ejemplo 11.6.1

´ on ∉

C

C

∉

→

∈ F ∈ F

∉ F

→

11.6 La transformaci´ on

11.6. LA TRANSFORMACI

´

ON

t g ev , V

t

s

s g ev , V

g l r

g g

g g

t

t

t indx(s(0)::[],dbls(from(0)))

from

from

T

               from’(x) T(x)::’from’(s(x))

::’ ::

from

from’ from p ar a

c ada

Al evaluar tal c omo se ha

mostr ado en el Ejemplo 11.2.2, el s ´ ımb olo l le ga a o cup ar p osiciones ex-

ternas (adví ertase que c omo pue de verse en el Ejemplo 11.4.9). Por

tanto, no ne c esitamos la siguiente r e gla (el signific ado de se aclar ar´ a en br eve):

que intr o duc e un c omp ortamiento , debido a que ne c esitamos imp oner

que (que va a r epr esentar la versi´ on externa de ) se a r e emplazante tanto en su

primer c omo en su se gundo ar gumento, c on el fin de p osibilitar la evaluaci´ on c ompleta

de . No obstante, esta r e gla a ~ nade p otencia c omputacional a la tr ansformaci´ on,

p or que no va a sur gir ninguna o curr encia externa de en ninguna se cuencia de

r e duc ci´ on que arr anque del t́ ermino (y, p or tanto, no es ne c esario intr o ducir la

‘versi´ on externa’, de ).

205

. Por contradicci´ on: si (Σ ), entonces, p or la Prop osici´ on

11.5.3, contiene una o currencia de una -v ariable. Esta o currencia de v ariable no

puede ser eliminada p or reducci´ on, puesto que s´ olo es p osible encontrar s ´ ımb olos

constructores p or encima de ella. Por tanto, contiene una -v ariable y

, de acuerdo

con la Prop osici´ on 11.5.3, (Σ ).

Hemos intro ducido una diferenciaci´ on de s ´ ımb olos externos e internos a lo largo de

una secuenc ia de reducci´ on para emplearla en la definici´ on de la transformaci´ on

que presentamos m´ as aba jo.

El tratamiento formal realizado hasta aqu ´ ı p o dr ´ ıa simplificarse si no p ersiguí eramos

el incremento m ´ ınimo de las reglas de reescr itura a ~ nadidas al sistema transformado.

Si intro ducimos nuev as reglas (

~

) para dar sem´ antica a cada nuevo s ´ ımb o-

lo definido que represe nta la versi´ on externa de un determinado s ´ ımb olo

(en vez de para cada como v amos a hacer), la definici´ on de

la transformaci´ on ser ´ ıa m´ as simple ya que no necesitar ´ ıamos muchas de las notacio-

nes y resultados establecidos en las Secciones 11.4 y 11.5. Sin embargo, pro cediendo

as ´ ı p o demos encontrarnos con situaciones p eligrosas.

=

nunca

¯

¯

no terminante

no

Por este motivo, hemos efectuado un an´ alisis m´ as preciso que p ermite realizar una

selecci´ on m´ as fina de las reglas que necesitamos a ~ nadir para alcanzar nuestro ob jetivo.

La definici´ on de la trasformaci´ on de programas que v amos a presentar empieza

con la intro ducci´ on de una nuev a signatura.

T

T

T

( )

( )

( )

( )

′ ′

′ ′ ∗ ′

′ ′

R

′

′ ∗ ′

R

′ ′

′ ′

R

′

R

′ ∗

′

R

′ ∗

´

f

ty pe f

f

ty pe f f

f

f

f f

f f f

f

f f

f f

ty pe f

f

f

f

f

f

f f f

f

f f

f f

ty pe f

Definicí on 11.6.2

Definicí on 11.6.3

Lema 11.6.4

Definicí on 11.6.5

R C ⊎ F ∈ F

⊎ C ⊎ F

∈ C ⇔ ∈ C ∧

∈ F ⇔ ∈ F ∧

C C F F

∈ C

∈ C ∈ F

∈ F

T

R C ⊎ F ∈ F

→ T

∈ F

∈ C

R C ⊎ F ∈ F ∈

R C ⊎ F ∈ F

→ T ⊎ { }

∈ F

∈ C

, R , R f

c c ar c ar c

g g ar g ar g

c

c g

g τ

ev , V , V

, R , R f

τ ev , V , V

τ x x

τ g t g t g

τ c t c τ t c

τ

, R , R f t ev , V

O τ t O t

τ

τ

, R , R f

κ ev , V , V

κ x x

κ g t g t g

κ c t c τ t c

Se a un SR

TE y . L a signatur a

, es tal que

y

estando tanto y , p or una p arte, c omo y , p or otr a, en c orr esp ondencia

biun ´ ıvo c a.

Se a un SR

TE y . Se define

c omo sigue:

si

si

Se a un SR

TE y . Si ,

entonc es .

Se a un SR

TE y . Se define

que emple a un s ´ ımb olo nuevo de aridad uno:

si

si

206

= (Σ ) = ( )

Σ = Σ

( ) = ( )

( ) = ( )

En la Definici´ on 11.6.2, los nuevos constructores representan s ´ ımb olos cons-

tructores situados sobre s ´ ımb olos definidos externos. Los s ´ ımb olos

representan aplicaciones externas de . Definimos una funci´ on para trans-

formar t́ erminos de (Σ ) en t́ erminos de (Σ ):

= (Σ ) = ( )

: (Σ ) (Σ )

( ) =

( (

~

)) = (

~

)

( (

~

)) = ( (

~

))

El conjunto de o currencias de un t́ ermino dado coincide con el conjunto de o currencias

del t́ ermino transformado p or .

= (Σ ) = ( ) (Σ )

( ( )) = ( )

La funci´ on distingue los s ´ ımb olos definidos externos de los no externos y las o cu-

rrencias externas de s ´ ımb olos constructores de las interiores. Sin embargo, no distin-

gue las v ariables constructoras de las dem´ as. Una leve mo dificaci´ on de lo har´ a.

= (Σ ) = ( )

: (Σ ) (Σ

¯

)

¯

( ) =

¯

( )

( (

~

)) = (

~

)

( (

~

)) = ( (

~

))

V

V

V

T

T

T

T

T

T T T

T

T

Σ Σ

1 ( ) 1 ( )

( )

1 ( ) 1 ( )

( )

′ ′

′ ′ ′ ′

′

R

′ ∗

′

R

∗

′ ′

′ ′

′ ′

´

f

f

f f

f f f f

f

f f f

f

f

f

f f f f

f

f f

f

f

ar c ar c

ty pe f

ar g ar g f

f

ty pe f

f

f

Lema 11.6.6

Lema 11.6.7

Definicí on 11.6.8 (T ransformaci´ on )

∈

R C ⊎ F ∈ F ∈

∈

R C ⊎ F ∈ F ∈

∈ F

∈ C ∈ F

R C ⊎ F

∈ F R ⊎ { } ∪ ∪

{ → | → ∈ ∧ ∈ F }

{ → | ∈ C } ∪

{ → | ∈ F }

∈ C

∈ C ∈ F

∈ F

∈ F κ

t ev , V

τ κ

ev , V τ κ g ev , V

, R , R f t ev , V

τ t κ t t g ev , V

κ

, R , R f t ev , V

O κ t O t

f

c f

, R , R

f , R S T

ar

S

S g l r g l r R g

T

T c x , . . . , x c x , . . . , x c

g x , . . . , x g x , . . . , x g

T

c

c g

g

S g

Se a un SR

TE y . Se a .

Entonc es, si y s´ olo si .

Se a un SR

TE y . Si ,

entonc es .

Se a un SR

TE y

. Se define el SR

TE , donde:

1. es un nuevo s ´ ımb olo de aridad uno (un s ´ ımb olo p or c ada tip o emple ado en las

r e glas del SR

TE; no los distinguir emos m´ as en lo suc esivo), es de cir, .

2. El c onjunto de r e glas se define c omo sigue:

3. El c onjunto de r e glas se define c omo sigue

207

La funci´ on distingue las o currencias de v ariables constructoras de las demas o cu-

rrencias de v ariables. Esto se consigue mediante el nuevo s ´ ımb olo

¯

que etiqueta las

o currencias de v ariables constructoras presentes en un t́ ermino (Σ ). T anto

como son inyectiv as (esto puede demostrarse f´ acilmente p or inducci´ on sobre

(Σ )). Las funciones y s´ olo coinciden al actuar sobre (Σ ).

= (Σ ) = ( ) (Σ )

( ) = ( ) (Σ )

El conjunto de o currencias no v ariables de un t́ ermino coincide con el conjunto de

o currencias no v ariables del t́ ermino transformado p or .

= (Σ ) = ( ) (Σ )

( ( )) = ( )

La transformaci´ on que v amos a presentar intro duce nuev as reglas en el SR

TE para

diferenciar, de forma efectiv a, el tratamiento de las distintas clases de s ´ ımb olos que

acabamos de formalizar. Las reglas para los represe ntantes de los s ´ ımb olos

definidos externos intro ducen nuevos represe ntantes y de constructores

externos y s ´ ımb olos definidos externos, resp ectiv amente. Las reglas para los s ´ ımb olos

definidos internos son las ya presente s en el SR

TE original.

= (Σ ) = ( )

( ) = (Σ

¯

)

¯

(

¯

) = 1

= (

~

)

¯

( ) (

~

)

=

¯

( ( )) (

¯

( )

¯

( ))

¯

( ( )) ( )

El s ´ ımb olo

¯

de la Definici´ on 11.6.8 es un nuevo s ´ ımb olo cuyo comp ortamiento viene

descrito p or las reglas del conjunto (que constituyen un SR

T). Su misi´ on es realizar,

en tiemp o de ejecuci´ on, el renombramiento de s ´ ımb olos constructore s

como constructores . Las aplicaciones externas de los s ´ ımb olos definidos

son reconvertidas a aplicaciones de los s ´ ımb olos corresp ondientes. Las reglas

p ertenec ientes al conjunto asignan significado a los s ´ ımb olos , imitando la f

f

f f

R

∗

R

∗

R sel

indx

Nat

[Nat]

V V

V

Nat

V

[Nat]

V

R g

f

f

, , , , ,

t

f

, , , , ,

t

μ

r map μ

Ejemplo 11.6.9

Ejemplo 11.6.10

∈ F

R

C { } ⊆ { } C F { }

→ →

→ →

→ →

→ →

R

C { } C F { }

→

→

→

→

→

→

→ →

→ →

→ →

→

R

´

sel

0 s 0 s [] :: sel dbl

                                                                                                                      sel( , )

dbl’(0) 0’ sel’(0,x::y) T(x)

dbl’(s(x)) s’(s’(dbl’(x))) sel’(s(x),y::z) sel’(x,z)

T(0) 0’ T(dbl(x)) dbl’(x)

T(s(x)) s’(T(x)) T(sel(x,y)) sel’(x,y)

dbl( )

indx

0 s [] :: indx sel dbl

indx( , )

dbl’(0) 0’

dbl’(s(x)) s’(s’(dbl’(x)))

sel’(0,x::y) T(x)

sel’(s(x),y::z) sel’(x,z)

indx’([],x) []’

indx’(x::y,z) sel’(x,z)::’indx’(y,z)

T(0) 0’ T(dbl(x)) dbl’(x)

T(s(x)) s’(T(x)) T(indx(x,y)) indx’(x,y)

T([]) []’ T(sel(x,y)) sel’(x,y)

T(x::y) T(x)::’T(y)

sel( , )

                                                          dbl( ) desple gada

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Si tomamos

(cuyo tip o es ), entonc es y

(ver el Ejemplo 11.4.9). L as r e glas ne c esarias p ar a evaluar un t́ ermino

Num ListNum de acuer do c on la tr ansformaci´ on son:

que de he cho son suficientes (y v´ alidas) p ar a evaluar t́ erminos c omo Num (ver

la Se c ci´ on 11.7) .

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Si (cuyo

tip o es ), entonc es y (ver

el Ejemplo 11.4.9). L as r e glas ne c esarias p ar a evaluar un t́ ermino

ListNum ListNum son:

Dichas r e glas tambí en son ade cuadas p ar a evaluar t́ erminos c omo Num ListNum

y Num .

208

sem´ antica establecida en el conjunto del SR

TE original para los s ´ ımb olos

corresp ondientes .

Para simplificar la notaci´ on empleada, escribiremos , en vez de , cuando el

par´ ametro de la transformaci´ on quede bien determinado p or el contexto donde se

hace uso de ella. Los siguientes ejemplos sirven para ilustrar la transformaci´ on. No

obstante, p or simplicidad, en estos ejemplos utilizamos la versi´ on de la

transformaci´ on (ver la Secci´ on 11.7).

=

= = =

adicionales

=

¯

¯ ¯

¯ ¯ ¯

=

= = =

adicionales =

¯

¯ ¯

¯ ¯ ¯

¯ ¯

¯ ¯ ¯

Dada una funci´ on de reemplazamiento , definimos la funci´ on de reemplazamiento

( ), que emplearemos con el SR

TE transformado ( ) para conseguir la

□

T f

i

V

V

V V

[Nat]

V V

′ ′

′ ′

′

′

′

′ ′

′ ′ ′

Demostraci ´ on

Σ

Σ

Σ

¯

+

( )

Σ

1

1

( )

1

( )

1

1

´

Definicí on 11.6.11

Ejemplo 11.6.12

Prop osicí on 11.6.13

T

indx

0 s [] ::

s :: from T

s’ dbl dbl’ dbls indx indx’

::’ sel sel’ f f

f

ar c

f

f com

f

f

f

f f

n

n u i

μ f

i n i μ

i μ f

i n i μ

i

f

f

n

f

f f

f

μ f μ f μ μ μ

f

u

u

⊎{ }

F C

F

′ ′ ′

R

F

′

C

′ ′ ′

C

′

′ ′

∗

′

R

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′

R

≤ ≤

R R

≤ ≤

R

R

R

′

′ ′

R

′

′

R

R C ⊎ F ∈ ∈ F

→ ⊔ ⊔

• ∈ F ∈ F

∉ F

• ∈ C ∉ C

R C

{ }

{ }

{ }

R

R

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈

∈ | ≤ ≤

∪ ∪

∈ ∈

∈ F

∈ F

∈ F ∈

R | R

| R f t μ

, R , R μ M f

r map M M r map μ μ μ μ

μ g μ g g g μ g

g

μ c c μ g g

μ r map μ μ

f

, , , μ r map μ

μ μ μ μ ,

μ μ μ μ μ μ ,

μ μ μ ,

μ t f t

r map μ

τ t

r map μ

μ

, R , R μ M f

t ev , V μ r map μ C t t C t , . . . , t

u , . . . , u O t t t i n

O τ t u .O t y O κ t u .O t

t ev , V t x V

t g t g C t

u , . . . , u C ϵ

t g t g τ t g t O τ t O t

μ g μ g g μ h μ h h

O τ t O τ g t O g t O g t O t

τ t

t formas estables c onstructor as

Se a un SR

TE, y . L a

funci´ on viene dada p or: , donde

p ar a to do que c orr esp onde a , y si

.

p ar a to do , y si .

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Si ,

y , entonc es

Se a un SR

TE, y .

Se a y . Se a CCM y donde

son tales que p ar a . Entonc es,

CCM

209

ev aluaci´ on completa de t́ erminos (

~

) ba jo la asunci´ on de que es suficiente para

obtener en .

= (Σ ) = ( )

: ( ) =

( ) = ( ) ( ) = Ø

( ) = I

N ( ) = Ø

Observemos que si = ( ), entonces (

¯

) = Ø.

= =

= ( )

( ) = ( ) = ( ) = (

¯

) = Ø

( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = 1

( ) = ( ) = ( ) = 1 2

Las o currencias de redexes -reemplazantes de = (

~

) (resp ecto al SR

TE ) son

exactamente las mismas que las o currencias de redexes ( )-reemplazantes de

( ) (resp ec to al SR

TE ( )). Por tanto, ba jo el control de la funci´ on de reem-

plazamiento ( ), y en p osiciones situadas ba jo un s ´ ımb olo definido externo,

las reducciones sensibles al contexto tienen lugar exactamente en la misma medida

que ba jo el control de la funci´ on de reemplazamiento . De esta manera evitamos

reducciones in ´ utiles. Este hecho viene formalizado p or la siguiente prop osici´ on.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) = ( ) [ ] = ( ) = [ ]

( ) = 1

( ( )) = ( ) ( ( )) = ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de (Σ ). Si = ,

es inmediato. Si = (

~

), con , entonces [ ] = ( ) = , y las o currencias

de los huecos del contexto [ ] coinciden en una ´ unica o currencia . Siendo

= (

~

), con , tenemos que ( ) = (

~

). Por el Lema 11.6.4, ( ( )) = ( )

y , puesto que ( ) = ( ) para to do y ( ) = ( ) para cada Σ,

tambí en tenemos que ( ( )) = ( ( (

~

))) = ( (

~

)) = ( (

~

)) = ( ).

on de ( ), un subt́ ermino ( ) es un redex de ( ) si y s´ olo si el

subt́ ermino es un redex de . Esto se deb e a que, si la o currencia del redex es

1

□ k

i

V

V

V

V

′

′

′

′

′

′

′

′

V

V

V

V

[Nat]

( )

( )

1 ( )

1 11 1 1

1

( )

1

+

( )

1 ( )

Σ

( )

( )

R

′

R R R

∗

′

′

R

≤ ≤

′

R

′ ′ ′

≤ ≤

′

′

R

′

R

R R R

∗ ′

R

′

Corolario 11.6.14

Ejemplo 11.6.15

´

∈ F

→ ∈ →

R

R

∈ C

≤ ≤

{ } { }

· · · ≤ ≤ ≤ ≤

∪

∪

≤ ≤

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ ∈ F

R

R

C { }

R

→

→

→

→ ∗

→ ∗∗

→

→ ∗

→

→

→

→

→ f

f

f

μ

f μ μ

ty pe f ar c i i

f f f

n m k k m

k ij

ij i

μ

f

i j m

ij μ

ij

ar c

μ f

i ar c μ f

i

f f

i

f

f

f f

f μ

f

μ μ

f μ

f

f com

CCM

Se a un SR

TE, y . Se a

tal que y . Entonc es,

( ).

Consider emos el SR

T del Ejemplo 11.2.1. Se a y

. Se a (ver el Ejemplo 11.6.12). Utilizando

(ver el Ejemplo 11.6.10) y , obtenemos:

u ϵ g

g l r R t σ g l g l r

S u > ϵ R

t τ t

O τ t O t ϵ.O t

t c t c C c C , . . . , C C t

i ar c τ τ c t c τ t

u , . . . , u u , . . . , u , . . . , u , . . . , u

n m m u i.u i k ar c j m

O τ t u .O t

μ μ c

O τ t i.O τ t c

τ t τ t i

ar c τ

κ

, R , R μ M f

t ev , V r oot t μ r map μ O τ t

O t O κ t O t

t

t τ t

f

, , , μ r map μ

μ

T

T

indx

0 s [] ::

T(indx(s(0)::[],dbls(from(0))))

indx’(s(0)::[],dbls(from(0)))

sel’(s(0),dbls(from(0)))::’indx’([],dbls(from(0)))

sel’(s(0),dbls(from(0)

))::’[]’

sel’(s(0),dbls(0::from(s(0)))

)::’[]’

sel’(s(0),dbl(0)::dbls(from(s(0))))

::’[]’

sel’(0,dbls(from(s(0))

))::’[]’

sel’(0,dbls(s(0)::from(s(s(0))))

)::’[]’

sel’(0,dbl(s(0))::dbls(from(s(s(0)))))

::’[]’

T(dbl(s(0)))

::’[]’

dbl’(s(0))

::’[]’

s’(s’(dbl’(0)

))::’[]’

s’(s’(0’))::’[]’

210

= , entonces, puesto que , y de acuerdo con la Definici´ on 11.6.8, a una

regla (

~

) tal que = ( (

~

)) le corresp onde una regla (

~

)

¯

( ) en el

comp onente de ( ) y viceversa. T ambi ´ en, si , ´ unicamente las reglas de

(que est´ an to das presentes en ( )), pueden ser aplicadas tanto a como a ( ).

Por tanto, tenemos que ( ( )) = ( ) = ( ).

Si = (

~

), con , entonces [ ] = ( [ ] [ ]) y [ ] = ( )

para 1 ( ). Entonces, p or definici´ on de , ( (

~

)) = ( (

~

)). El conjunto

puede descomp onerse como , donde se

verifica que = + + y = para 1 = ( ) y 1 . Por

la hip´ otesis de inducci´ on, p o demos asumir que ( ( )) = ( ).

Por definici´ on de , ( ) = I

N . Por tanto, p or definici´ on del conjunto de

o currencias reemplazantes, ( ( )) = ( ( )). Dado que es un

constructor, cada redex en ( ) se encuentra tambí en en alg ´ un ( ) para 1

( ). De aqu ´ ı se sigue la conclusi´ on para .

Resp ecto a , concluimos el resultado enunciado empleando el hecho de que los

redexes est´ an siempre situados sobre o currencias no v ariables y el Lema 11.6.7.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) ( ) = ( ) ( ( )) =

( ) ( ( )) = ( )

Para emplear ( ) en la ev aluaci´ on de un t́ ermino , p o demos reducir directamente

¯

( ) en lugar de aplicar primero sobre . Esta propiedad se formaliza en la pr´ oxima

secci´ on (ver el Corolario 11.7.9) p ero la empleamos en el siguiente ejemplo.

=

= = ( )

( )

¯

( )

( )

( )

¯

T

V

V

□

□ f

f

f

f

f

f

f

′

′

′

′

′

′

′

′

T T

T

T

T T T

T

T

T

T

T

( )

Σ

¯

( )

( )

( )

Σ

( )

( )

Σ

( )

R

R

⊎{ }

′ ′ ′

′

′

′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′

′

′

′

′ ′ ′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

11.7. CORRECCI

´

ON Y COMPLETITUD

Prop osicí on 11.7.1

Lema 11.7.2

Lema 11.7.3

11.7 Correcci´ on y completitud de la transformaci´ on com

com

T μ

f f f f

μ

f f

f f

f

f

f

T μ

f f f

f

T μ

ω

T μ

f f f

T μ

f

T μ

f

f

f ω

T μ f

f

∗ ∗∗

→

R ∪ { } C ⊎ F ⊎ { } ∈

⊎ { }

→ ∈

⊎ { } ∈ C ∈ F

T ⊎

{ } →

⊎ { }

→

→

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ →

∈ →

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ T → ∧

∈ μ

μ

, R , R μ M

μ r map μ T , T μ μ

μ V ar l

l r T T μ

μ

T T

> c > g c g

T μ

, V μ

T , T μ

r map μ μ t

s t s

, R , R μ M f μ

r map μ t ev t κ t

s κ t

s V

s

T

κ

, R , R μ M f

μ r map μ t , V t t t κ t

t ev , V

Obś ervese que, en y , no es p osible iniciar ninguna derivaci´ on in ´ util o infinita.

L a derivaci´ on sensible al c ontexto se c omp orta c omo si fuer a guiada fundamentalmente

p or la funci´ on de r e emplazamiento (Pr op osici´ on 11.6.13). En p articular, se

pr eserva el c ar´ acter ´ optimo de las r e duc ciones r e alizadas b ajo .

Se a un SR

TE y .

Se a . El SR

T es -c onfluente y -terminante.

rp o

Se a un SR

TE, , y

. Si , entonc es es una forma -normal.

Se a un SR

TE, y . Se a

y . Entonc es, si y s´ olo si

.

211

( ) ( )

Para establecer formalm ente la correci´ on y completitud de la transformaci´ on , ne-

cesitamos algunos resultados previos. En primer lugar, demostramos la confluencia y

terminaci´ on de la relaci´ on de reducci´ on .

= (Σ

¯

) = (

¯

)

= ( ) = (Σ

¯

)

. Puesto que (

¯

) = Ø, se tiene que ( ) = Ø para cada

regla . Por tanto, el SR

T tiene v ariables -reemplazantes homoǵ eneas

p or la izquierda (recordemos la Observ aci´ on 6.1.4). La -confluencia es consecuencia

de la ortogonalidad de las reglas de y del T eorema 6.4.4. La terminaci´ on de

se demuestra con facilidad empleando un e imp oniendo sobre los s ´ ımb olos de la

signatura Σ

¯

la precedencia

¯

y

¯

para to do y .

Entonces, de acuerdo con el T eorema 5.1.4, es -terminante.

Como consecuenc ia de esta prop osici´ on, to do t́ ermino p erteneciente al conjunto (Σ

¯

) tiene una forma -normal ´ unica resp ec to a la relaci´ on de reducci´ on

inducida p or el SR

T = (Σ

¯

) y la funci´ on de remplazamiento =

( ) para cualquier . Aso ciaremos a cada t́ ermino su forma -normal

escribiendo . Emplearemos esta propiedad en la demostraci´ on de correc-

ci´ on de la transformaci´ on .

= (Σ ) = ( ) =

( ) ( ) ( )

. Las p osibles o currencias de subt́ erminos

¯

( ) en ( ) deb en

cumplir lo siguiente: . Por tanto, no pueden aplicarse m´ as pasos de -

reducci´ on sobre el subt́ ermino

¯

( ).

A continuaci´ on demostramos que el conjunto de reglas prop orciona una imple-

mentaci´ on de la funci´ on .

= (Σ ) = ( )

= ( ) (Σ )

¯

( ) = ( )

(Σ )

□

V si

s´ olo si

′

′

′

′

′

′

′ ′

′ f

f

f

f

f

f

f

f

f

´ on

T

T

T

T

                                                                             T T T

T T T

T

T

T

T

T

R

′

′ ′

∗

∗

′

′

′ ′

′

′

R

′ ′

′

R

′

R

′

′

′

′

R

( )

1 1

( )

1

( )

1

( )

1

1 1

1

( )

+

( )

( )

1 1

1

( )

( )

( )

( )

( )

( )

´

∈ ∈

∈ F

→

→ ∈

→

∈ C

∈ ∈ C →

∈

→

≤ ≤

→

∈ T

∈ → ∈

∈ F ∪ C ∈ →

→ →

∉ F ∪ C ∉

→

∈ ∈ F R

R

•

•

→ →

→ f

f

f

T μ

k k f

f

T μ

k

ty pe f

k f

ty pe f k

k f

k

k i ω

T μ

f

i

ar c

ω

T μ f f

k f

k

f f

k

T μ

f

f

T μ

T μ ω

T μ f

f

f

f

u

f f

f f

f

f

μ

f

T μ t ev , V t x V

t g t g

x κ x

g x , . . . , x g x , . . . , x T k ar g

g t t g t κ g t

t c t , . . . , t c k ar c

t , . . . , t ev , V c c x , . . . , x

c x , . . . , x T k ar c c t , . . . , t

c t , . . . , t t

κ t i k μ c

t c κ t , . . . , κ t κ c t , . . . , t

c κ t , . . . , κ t

t , V

t x V x t g

g t ev , V g g

g g κ t

g t ev , V g

κ g

t g t

μ t s

t ev , V r oot t

κ t μ r map μ

μ S

μ T u ϵ

μ

R u > ϵ

R S

212

. Demostramos la parte de la doble implicaci´ on p or inducci´ on

sobre la estructura de (Σ ). Para el caso base, consideremos que =

o bien = (

~

) para alg ´ un s ´ ımb olo . El primer caso es inmediato, puesto que

¯

( ) = ( ) es una forma -normal. En cuanto al segundo caso, tenemos

una regla

¯

( ( )) ( ) , donde = ( ). Aplicaremos esta

regla a

¯

( (

~

)), obteniendo = (

~

) = ( (

~

)), que es una forma -normal,

lo cual completa la demostraci´ on.

Paso de inducci´ on. Sea = ( ), donde , = ( ) y

(Σ ). Puesto que , tenemos una regla

¯

( ( ))

(

¯

( )

¯

( )) , donde = ( ). Al aplicar esta regla a

¯

( ( )),

obtenemos (

¯

( )

¯

( )). Por la hip´ otesis de inducci´ on, tenemos

¯

( )

( ) para 1 . Dado que ( ) = I

N , la Prop osici´ on 3.3.6 nos p er-

mite concluir que

¯

( ) ( ( ) ( )). Dado que ( ( )) =

( ( ) ( )), obtenemos el resultado deseado.

La demostraci´ on de la parte se realiza p or inducci´ on sobre (Σ ). Si

= , entonces

¯

( ) es una forma -normal. Si = Σ, distinguimos

dos casos:

1. ; es decir, (Σ ). Entonces,

¯

( ) , que es una

forma -normal. Por tanto,

¯

( ) = ( ), de donde se sigue la

conclusi´ on.

2. ; es decir, (Σ ). Entonces,

¯

( ) es una forma normal, p ero

( ) no est´ a definida.

Si = (

~

), distinguimos los mismos dos casos y

, aplicando un razonamiento similar

al anterior y empleando la hip´ otesis de inducci´ on, concluimos la demostraci´ on.

Con el fin de establecer la correcci´ on y completitud de nuestra transformaci´ on, de-

mostraremos en primer lugar que, dado un paso de -reducci´ on (siendo

(Σ ) tal que ( ) ) en el SR

TE , es p osible simular la trans-

formaci´ on del t́ ermino ( ) p or el SR

TE ( ) y = ( ) mediante:

un solo paso de -reescr itura que emplee una regla de seguido de (tal vez

v arios) pasos de -reescritura que s´ olo empleen reglas de (siempre que = )

o bien

efectuar exactamente el mismo paso de -reescritura, utilizando la misma regla

de (cuando ).

De acuerdo con esto, definimos la relaci´ on como la comp osici´ on de un paso

de reducci´ on que emplea las reglas que se encuentran en o en , seguido de la

-normalizaci´ on del t́ ermino obtenido.

                                   T

T

V

V f

f

f f f

f

f

f

f

f

f

f

Demostraci ´ on

´

on 11.7.4

Prop osicí on 11.7.5

′ ′

′ ′ ′

′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′

′

′ ′

′ ′

′

′

′ ′

′

′

′

′ ′

R

R ∪

R R R R

′ ′ ∗

R

∗

R

R R

′

R

′

R R

′

′

∪

′ ′

′

R

′

R

′

′ ′

′

′

′

′

R

′

′ ′ ′ ′

′ ′

′

′ ′

′

Σ

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

Σ

( )

( )

( ) ( )

1 ( ) 2 ( ) ( )

1 ( ) 2 ( ) ( )

( )

2

( )

( )

1 ( ) 2

1

( )

2

2

2

2

2

2 ( )

1 ( ) 2

1 ( ) 2 1

1

1

( )

( )

2

( )

R C ⊎ F ∈ ∈ F

R R → →

→ → → ∘ →

→ → ⊆ → → → →

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ R R →

→ →

→ → ⊆ →

∪

→ → · · · →

→ → · · · →

∈

→ ∪

→ → →

→ ∪

→

∈

→

→ →

→ → ∈ |

|

| ∈

→ ∈ ∈

→

→

∪

≤

∪

≤ → f

μ

μ R S μ ω

T μ

μ μ μ μ

f f f

μ f

f

μ f

μ μ

f f

f

μ μ μ n f

f

R S μ T μ T μ n f

f f

T μ f

ω

T μ f f

μ f

μ f

u

R μ

f f f

T μ

μ

u

S μ f

u

f

u

u f

f

ω

T μ f

T μ

f

i i

f

j T μ

TE, y . Se a

y . L a r elaci´ on de r e duc ci´ on se define c omo sigue:

.

Se a un SR

TE y . Se a

y . Se a y . Entonc es,

si y s´ olo si .

si

s´ olo si

, R , R μ M f

μ r map μ

, R , R μ M f

t, s ev , V μ r map μ κ t κ s

κ t κ s

p

R S R S

κ t t t t κ s

p

κ t t t t κ s .

t ev , V κ t

R S

t κ s κ t κ s

p > t t R S

t t v < u

t t

κ t ev , V t κ t

t

t t

t t g l r S t

κ t σ g l g

g g t t ev , V

g l r R σ r ev , V

σ r κ σ r q

t R S

t < i n t

R S

t j < i

213

= (Σ ) = ( )

= ( ) = ( )

=

Adví ertase que . La conexi´ on entre y que resulta

de inteŕ es para nuestros fines viene expresada p or la siguiente prop osici´ on.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) = ( ) = ( ) ( ) ( )

( ) ( )

. La parte es inmediata, puesto que . Demos-

tramos la parte p or inducci´ on sobre el n ´ umero de aplicaciones de las reglas en

o en (a lo cual denominaremos un -paso para abreviar) en la deriv aci´ on:

( ) = = ( )

Si = 1 es inmediato, p orque la deriv aci´ on puede escribirse como sigue:

( ) = = ( )

Esto se deb e a que, siendo (Σ ), el Lema 11.7.2 asegura que ( ) es una

forma -normal y el ´ unico -paso deb e realizarse en primer lugar. Por

tanto, ( ) y ( ) ( ).

Si 1, el primer paso de reducci´ on es, de nuevo, un -paso.

Distinguimos dos casos:

1. Si , existe un s ´ ımb olo definido situado sobre una o currencia

de . Por tanto, despú es de efectuar la reducci´ on, el t́ ermino to dav ´ ıa es

imagen p or de alg ´ un (Σ ); es decir, = ( ). Por la hip´ otesis

de inducci´ on concluimos lo deseado puesto que, siendo una forma -

normal (de acuerdo con el Lema 11.7.2), p o demos escribir .

2. Si , se aplica una regla (

~

)

¯

( ) a un subt́ ermino =

( ) = ( (

~

)) cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız es un representante de un s ´ ımb olo

definido externo . Por ello, (

~

) = (Σ ) tambí en es un redex de la

regla (

~

) . Por la Prop osici´ on 11.5.4, tenemos que ( ) (Σ ).

Por tanto, de acuerdo con el Lema 11.7.3,

¯

( ( )) ( ( )). Sea la

longitud de esta secuencia de -normalizaci´ on que se encuentra inmersa

en la deriv aci´ on que arranca en . Asumamos que el siguiente -paso se

realiza sobre el t́ ermino para 1 . Puesto que es el siguiente t́ ermino

sobre el que se llev a a cab o un -paso, las reducciones sobre los t́ erminos

para 2 deb en p ertenece r a la secuencia de -normalizaci´ on de

□

V

V f

j

f

f

f

f

f

f

T

T

T

T T T

T

                                                                   T

Demostraci ´ on

′

′

′

′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′

′

′

Prop osici´ on 11.7.6 Se a un SR

TE y . Se a

y . Se a y . Si , entonc es

.

2 ( )

( ) +1

( )

( ) 2

( )

( )

Σ

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

´

′

′

′

′

′

R

R

′

′

′ ′ ∗

R

∗

R

∗

R

∗

R

′

R

′

∗

R

′ ′

R

′ ′

′

R

′

R

R

′

′

R

′

′ ′ ′

′

∪

∗

′ ′

′

′ ′ ′ ′

| − →

∪

∈

− ∪

∈ →

‖ − →

→

→

→ → R R

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ R R →

→ →

→

→ →

∈

→ → → →

∈

→ ∈ F

∈

→ ∈

∈ F →

R

→

∈ →

→

→ ∈

R u T μ

f

i f

i

i f

f

i j u

T μ j

j T μ

T μ i

μ

f

μ f

f

f f

μ

f

μ f

μ

μ u

μ

f

f

μ f f

μ f

f

u

μ f

f

f

f

f

R S μ

f

T μ f

ω

T μ f f

f

f

i t σ r i q

R S t κ t

t ev , V

i < q μ R S

u O t t t j > i

u u q i

t t

ev , V κ

μ r map μ

, R , R μ M f

t, s ev , V μ r map μ t s

κ t κ s

n t s

n n >

t t s

t ev , V

κ t κ t κ t κ s

t ev , V t V

t s t g t g

u O t

u ϵ t g t σ g l g l r R

g g l r S

κ g t g t σ g l

σ r σ r κ t σ r

σ r s ev , V σ r κ σ r

σ r κ σ r κ s

u > ϵ s g s

t s κ g t g t

κ g s g s l r R t

t R μ g μ g

214

=

¯

( ( )). Si 2 = , la -normalizaci´ on concluye inmediatamente

antes de que el -paso tenga lugar y esto significa que = ( ) para alg ´ un

(Σ ). De esta manera, p or la hip´ otesis de inducci´ on, concluir ´ ıamos

la demostraci´ on. Si 2 , puesto que (

¯

) = Ø, el -paso deb e

efectuarse sobre una o currencia ( ) tal que, si y ,

entonces . Po demos situar las + 2 -reducciones que faltan

para completar la -normalizaci´ on de delante de . De esta manera,

p o demos aplicar la hip´ otesis de inducci´ on y concluir la demostraci´ on.

Existe una conexi´ on simple entre la -reducci´ on de t́ erminos p ertenec ientes a

(Σ ) y la -reducci´ on de sus im´ agenes p or empleando = ( ) y

= ( ).

= (Σ ) = ( )

(Σ ) = ( ) = ( )

( ) ( )

. Por inducci´ on en la longitud de la deriv aci´ on . Si

= 0 es inmediato. Si 0, escribimos

Por el T eorema 11.5.5, (Σ ). Entonces, p or la hip´ otesis de inducci´ on,

( ) ( ). Demostramos que ( ) ( ) p or inducci´ on sobre la

estructura de en (Σ ). El caso no puede darse p orque, de ser as ´ ı, el

paso de reducci´ on no ser ´ ıa p osible. Si = (

~

) y , distinguimos dos

casos, de acuerdo con la o currencia ( ) del redex considerado para efectuar el

paso de reducci´ on.

1. = . Entonces = (

~

) = ( (

~

)) es un redex de alguna regla (

~

) .

Puesto que , la regla (

~

)

¯

( ) se encuentra en el comp onente

de . Por tanto, ( (

~

)) = (

~

) es un redex ( (

~

)) de esta regla y se

reduce a (

¯

( )) =

¯

( ( )); es decir, ( )

¯

( ( )). Puesto que

( ) = (Σ ), p or el Lema 11.7.3, obtenemos

¯

( ( )) ( ( )),

es decir,

¯

( ( )) ( ( )) = ( ) y esto p ermite concluir el resultado

deseado.

2. . En este caso deb e tenerse = ( ~

); es decir, los s ´ ımb olos que se

encuentran en las ra ´ ıces de y coinciden. Por tanto, ( (

~

)) = (

~

) y

( ( ~

)) = ( ~

). Dado que la regla se aplica a un subt́ ermino de

, que el conjunto de reglas es un comp onente de , y que ( ) = ( ),

V

T

V f

f

□

□

Demostraci ´ on

Prop osicí on 11.7.7

′

′ ′ ′

′

′ ′

′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

′

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

´

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

+

( )

( )

Σ

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

′

∪

′ ′

′

R

′

′ ∗ ′

′ ′

R

R

′ ′

R

′ ′ ′ ′

∗

R

′

R

∗

R

′

R

∗

R

′

R

′ ′

R

R

R

′

′

R

R

′′ ∗

R

′

R

R

′′ ′′

→

→ → →

∈ C

→ ∈

→ →

≤ ≤

→ →

R C ⊎ F ∈ ∈ F

∈ ∈ F R R

→ → → → → →

≥ → → → →

| |

|

∈ →

| → ∈

∈ F → →

→ → → → → →

→ ∈

Se a un SR

TE, y .

Se an y se a tal que . Se a y .

Entonc es, si y s´ olo si .

s´ olo si

si

R S μ f

T μ μ

ty pe f f f

f f

i u

μ i i f

f

i μ f

i

f f

j f

j

ar c

μ

f f

μ μ f

μ f

μ f

f

μ f

μ f f

f f μ

f

μ

f

u f

u

f

f

u

μ

μ

f

u f f

f

μ f

f

f

μ f

μ f

μ f

μ f g t g s g s κ g s

g t g s

t c t c s c s κ c t c κ t

κ c s c κ s u i.u t s t ev , V

κ t κ s

κ κ t κ s j ar c i j

μ c

, R , R μ M f

t, s ev , V t r oot t μ r map μ

t t s κ t κ t κ s

n κ t κ t κ s n κ t

κ t κ t t O κ t

O t κ t κ t

R S

κ t R t

u O t t s

κ t S g l r S

r oot t r oot t u ϵ κ t κ s

S

n >

κ t κ t κ t κ s .

t t t ev , V

215

concluimos que (

~

) ( ~

). Puesto que ( ~

) = ( ( ~

)) es una forma

-normal, tenemos que (

~

) ( ~

), lo cual p ermite concluir el

resultado deseado.

Si = (

~

), con , deb e tenerse = ( ~

). Por tanto, ( (

~

)) = ( (

~

)) y

( ( ~

)) = ( ( ~

)) y siendo = , tenemos . Dado que (Σ ),

p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( ) ( ) y

, de acuerdo con la definici´ on

de y puesto que ( ) = ( ) para 1 ( ), = , concluimos la

demostraci´ on, tras considerar que ( ) = I

N y utilizar la Prop osici´ on 3.3.6.

Es p osible establecer la v alidez de la sentencia opuesta a la expresada en la Prop osici´ on

11.7.6 si consideramos -deriv aciones que constan ´ unicamente (salvo tal vez el

´ ultimo t́ ermino de la secuencia) de t́ erminos cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız es un s ´ ımb olo

definido.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) ( ) = ( ) = ( )

( ) ( ) ( )

. La parte es inmediata empleando la Prop osici´ on 11.7.6.

Resp ecto a la parte , realizamos la demostraci´ on p or inducci´ on sobre la longitud

1 de la deriv aci´ on ( ) ( ) ( ). Si = 1, entonces ( ) =

( ) y

, p or inyectividad de , = . Por el Corolario 11.6.14, ( ( )) =

( ). Sea ( ) el redex considerado para la reducci´ on. T enemos que ( ) es

un redex de una regla p erteneciente a o a . Distinguiremos estos dos casos.

1. Si ( ) es un -redex, la misma regla puede aplicarse al subt́ ermino de a la

o currencia ( ). Por tanto, .

2. Si ( ) es un -redex de una regla (

~

)

¯

( ) , entonces, dado que

( ) = ( ) , deb e tenerse = y

, puesto que ( ) ( ),

p or definici´ on de y

, p or el Lema 11.7.3, obtenemos el resultado deseado.

Si 1, escribimos la deriv aci´ on como sigue:

( ) ( ) ( ) ( )

T enemos las mismas op ciones fundamentales del an´ alisis realizado para el caso base.

Por tanto, concluimos que . Por la Prop osici´ on 11.5.4, (Σ ) y ,

aplicando la hip´ otesis de inducci´ on, completamos la demostraci´ on.

Ahora estamos preparados para establecer el resultado principal de esta secci´ on.

□

□

V

V

V

V

V

T T

T

T T

T

T

T

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′ ′ ′

′

′ ′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Σ

( )

( )

( )

( )

( )

+

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

+

( )

Σ

( )

R

′ ′ ∗

R

∗

R

∗ ∗

R

∗

R

∗

∗ ∗

R

∗

∗ ′

′ ′ ∗

R

∗

R

∗

R

∗ ∗

R

′

′ ′

R

′

′ ∗

R

∗

R

´

com f

f

f

μ f

μ

μ

>ϵ

i i f

i

μ

f

i

f f

ty pe f f f f

ar c f

μ f

μ

f

μ f

ty pe f f

μ f

ar c

f

com f

f

μ f

f

f

R C ⊎ F

∈ ⊑ ∈ F ∈

∈ T C R R →

→

∈ C ∪

→⊆→ → →

̸∈ F

→ − →

→ ≤ ≤ →

∈ C → ∈

∈

∈ C

→ ∉ C

∈ F

→

→ ∈ C →

∈

R C ⊎ F

∈ ⊑ ∈ F ∈ ∈ T C R R

→ →

R

∈

T eorema 11.7.8 (Correcci´ on y completitud de )

Corolario 11.7.9

Observ aci´ on 11.7.10

, R , R

μ M μ μ f t ev , V

δ , V μ r map μ t δ

κ t κ δ

δ δ V

t δ t δ

t δ t δ r oot t

δ c δ t c s c s c δ

s δ i ar c κ s

κ δ r oot t t δ t

ev , V δ ev , V r oot t

c κ κ t κ c t c κ t

μ c κ t κ δ r oot t

r oot t c s

t c s

κ t κ c s c κ t c κ s

μ c

t ev , V

t

, R , R

μ M μ μ f t ev , V δ , V

μ r map μ t δ t κ δ

t δ

κ δ

x x V

x x

τ δ

Se a

un SR

TE line al p or la izquier da, tal que y . Se a

y . Se a y . Entonc es, si y s´ olo si

.

Se a un SR

TE line al p or la izquier da,

tal que , y . Se a y . Se a

y . Entonc es, si y s´ olo si .

Si evaluamos me diante un t́ ermino cuyo valor es

un t́ ermino c onstructor no b´ asic o, obtendr emos un t́ ermino c on o curr encias de

subt́ erminos , donde los s ´ ımb olos encierr an variables . Si r e emplazamos

estos subt́ erminos p or la variable que ´ estos encierr an, obtendr emos un t́ ermino

donde ya no ap ar e c en los s ´ ımb olos auxiliar es .

216

= (Σ ) = ( )

(Σ )

( ) = ( ) = ( )

( ) ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura de . Si , p or el

T eorema 11.1.2, y puesto que , tenemos que si y s´ olo si . Si

= , el resultado es inmediato. Si = , deb e tenerse ( ) . En ese caso, p or

la Prop osici´ on 11.7.7 y la Prop osici´ on 11.7.5, concluimos el resultado deseado.

Si = (

~

), p or el T eorema 11.1.2, tenemos que ( ~

) y ( ~ ) (

~

). Por

tanto, , para 1 ( ) y

, p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( )

( ). De nuevo distinguimos dos casos: si ( ) , puesto que y

(Σ ), p or el T eorema 11.5.5, deb e ser (Σ ), luego deb e tenerse ( ) =

y , p or definici´ on de , tenemos que ( ) = ( (

~

) = ( (

~

)) y

, dado que

( ) = I

N , p or la Prop osici´ on 3.3.6, ( ) ( ). Si ( ) , deb e

ser ( ) . Sin ṕ erdida de generalidad, p o demos asumir que ( ~

) es el primer

t́ ermino de la deriv aci´ on ( ~

) cuyo s ´ ımb olo a la ra ´ ız es un constructor.

Por tanto, to dos los t́ erminos que le preceden en la deriv aci´ on tienen un s ´ ımb olo

definido a la ra ´ ız. De esta manera, p or la Prop osici´ on 11.7.7 y la Prop osici´ on 11.7.5,

( ) ( ( ~

)); es decir, puesto que , ( ) ( ( ~ )).

Por tanto, debido a que ( ) = I

N , y haciendo uso de la Prop osici´ on 3.3.6,

concluimos la demostraci´ on.

Para ev aluar un t́ ermino (Σ ), s´ olo necesitamos encerrarlo ba jo un s ´ ımb olo

¯

y ev aluar

¯

( ) mediante el SR

TE transformado.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) ( ) = ( )

= ( )

¯

( ) ( )

. Inmediata, empleando el Lema 11.7.3 y el T eorema 11.7.8.

( )

( )

¯

( )

¯

¯

( )

( )

¯

El siguiente resultado establece que, al utilizar la transformaci´ on para ev aluar

t́ erminos b´ asicos (lo habitual en programaci´ on funcional), no obtendremos s ´ ımb olos

esp ´ ureos

¯

en el resultado final (ver el Ejemplo 11.6.15).

□

′ ′

Σ

( )

                                                                                                              T

T

T

V

V

V

V

V

V

V

V V

V

R

′

′ ∗

R

∗

R

′ ′

′

′

′

R

Demostraci ´ on com f

f

μ f

f

f

f f f

f f

f f f

l

11.8 T raba jos relacionados

11.8. TRABAJOS RELACIONADOS

R C ⊎ F

∈ ⊑ ∈ F ∈ ∈ T C R R

→ →

∈ C

∈ C

R

R

R

R C ⊎

F ∈ F R ⊎ { } ∪ ∪

{ → | → ∈ ∧ ∈ F }

· · · R

, R , R

μ M μ μ f t g ev , V δ

μ r map μ t δ t τ δ

c

c

t f t

μ

μ

T

, R

, R f , R S T

S T

S g l κ r g l r R g

n r n s , R

n R s

r

Corolario 11.7.11

Observ aci´ on 11.7.12

Definicí on 11.7.13 (T ransformaci´ on desplegada )

Se a un SR

TE line al p or la izquier da,

tal que y . Se a y . Se a y

. Entonc es, si y s´ olo si .

El T e or ema 11.7.8 o el Cor olario 11.7.9 son la b ase p ar a el

uso de la tr ansformaci´ on . Estable c en que el valor (b´ asic o o no) de cualquier t́ ermino

r esp e cto a un SR

TE pue de ser c omputado me diante el SR

TE tr ansformado

. Si tr ab ajamos c on SR

TEs , el T e or ema 11.7.8 tambí en signific a

que p o demos r e alizar dicho c´ omputo emple ando cualquier estr ate gia de -r e escritur a

de la cual p o damos ase gur ar que pr o ducir´ a una se cuencia de r e duc ci´ on finita. No

ne c esitamos ase gur ar la -c onfluencia de .

desple gado

Se a

un SR

TE y . Entonc es . El c on-

junto de r e glas viene dado c omo sigue ( y el c onjunto de r e glas mantienen el

mismo signific ado asignado p or la Definici´ on 11.6.8):

vor ac es

217

= (Σ ) = ( )

(Σ ) ( ) = ( )

= ( )

¯

( ) ( )

. Inmediata, empleando el Corolario 11.7.9 y el Lema 11.6.6.

En particular, las expresiones iniciales ev aluadas p or los programas funcionales son

t́ erminos b´ asicos. Por tanto, el Corolario 11.7.11 asegura que su ev aluaci´ on obtiene un

t́ ermino constructor b´ asico (construido a partir de los alias corresp ondientes

a los constructores ), siempre que esto sea p osible.

= (

~

)

( ) confluentes

( )

El Lema 11.7.3 sugiere una mejora interesante de la transformaci´ on : realizar el

de las partes derechas de las reglas de reescritura resp ecto a las reglas del

comp onente del SR

TE transformado.

= (Σ ) = (

) ( ) = (Σ

¯ ¯

)

¯ ¯

¯

= (

~

) ( ) (

~

)

De hecho, en los ejemplos de aplicaci´ on de transformaci´ on que se presentaron ante-

riormente (Ejemplos 11.6.9 y 11.6.10) se ha empleado la transformaci´ on en vez de .

En [KW95] se ha presentado una transformaci´ on para obtener ev aluaciones p erezosas

mediante la utilizaci´ on de estrategias de reducci´ on . Esta transformaci´ on es

m´ as compleja que la transformaci´ on presentada aqu ´ ı. En el p eor caso para esa

transformaci´ on, a ~ nade 3 + + 2 + 2 reglas al SR

T original = (Σ )

(ver [KW95]), donde es el n ´ umero de reglas en , es el n ´ umero de s ´ ımb olos de la

signatura Σ y es el n ´ umero m´ axim o de o currencias no reemplazantes de subt́ erminos

V

V

R

n s

rsc

rsc

´ 218

no v ariables en las partes izquierdas de las reglas en . La transformaci´ on s´ olo

intro duce + reglas nuev as en el p eor de los casos. Esto se deb e a que la ejecuci´ on

del SR

T transformado se llev a a cab o empleando la en lugar de la reescritura sin

restricciones como se hace en [KW95]. No obstante, una comparaci´ on m´ as profunda

entre ambas propuestas deb er ´ ıa tener en cuenta tambí en la complejidad temp oral del

c´ omputo de cada una de las transformaciones a partir del SR

T original.

En estos momentos se est´ a desarrollando una implementaci´ on de un sistema de

c´ omputo con SR

TEs basado en la y en el empleo de la trasformaci´ on como base

para la ev aluaci´ on de expresiones resp ecto a los programas esp ecificados [Gar98 ]

μ

μ

μ μ

μ

Cap ´ ıtulo 12

rsc

rsc

rsc

rsc

rsc

F ormas normales y

estabilizaci´ on

12.1 Estabilizaci´ on y normalizaci´ on directa

En este cap ´ ıtulo discutimos el uso de la como herramienta para estabilizar un

t́ ermino o para obtener su forma normal. Este problema es imp ortante puesto que la

descrip ci´ on de los c´ omputos p or reescritura viene dada, p or lo general, como “obten-

ci´ on de formas normales” de las expresiones iniciales [Der93, Jou94, KOV96, O’D95].

El c´ omputo de formas estables es de inteŕ es durante las etapas intermedias del c´ ompu-

to de las formas normales, sobre to do en las implementaciones p erezosas de la rees-

critura.

En la Secci´ on 12.1 demostramos que to da forma estable de un t́ ermino puede ser

aproximada mediante la . En algunos casos esp eciales, es p osible obtener formas

normales directamente mediante la .

En la Secci´ on 12.2 discutimos c´ omo emplear las formas -normales para obtener

formas normales.

En la Secci´ on 12.3 establecemos condiciones para asegurar que, para to da forma

normal de un t́ ermino, existe una forma -normal cuyo contexto reemplazante m´ aximo

es un prefijo de la forma normal en cuesti´ on. Esto demuestra que es p osible emplear

-estrategias de -normalizaci´ on en tareas de normalizaci´ on.

De acuerdo con lo anterior, en la Secci´ on 12.4 definimos un pro cedimiento efectivo

de -normalizaci´ on basado en la y demostramos su correcci´ on y completitud.

El T eorema 11.1.2 establece condiciones que aseguran la completitud de la en las

tareas de c´ omputo de formas estables constructoras.

219

~

□

Σ

Σ

Σ

Demostraci ´ on com

>ϵ

>ϵ

com

com

s

R

∗ ′ ′ ∗ ′

′ ∗

′

∗ ′ ′ ∗ ′

R

R

∗ ∗

CAP ´ ıTULO 12. FORMAS NORMALES Y EST

ABILIZACI

´

R

∈ ⊑ ∈ T

→ →

− →

→ − →

⊑

∈

R

→ →

→ →

{ } R

B C { }

B

→

∉

T C

R

∈ T ∈ T

∈ ⊔ ⊑ → →

, R

μ M μ μ t , V s f s

t s s f s t s

s s

s

t s s s s

μ

μ μ μ μ

μ

u O l

μ

μ μ μ μ μ

,

μ

, V

, R

t , V s , s

μ M μ μ μ t s t s f(x) g(x,x) h(0) 0

g(0,x) 0 h(s(0)) 0

f g h s

0 s

g(s(0),h(0)

        ) g(s(0),0)

g(s(0),0)

                                                                                          g(s(0),h(0)) g(s(0),0)

T eorema 12.1.1 (C´ omputo de formas estables)

Observ aci´ on 12.1.2

Ejemplo 12.1.3

T eorema 12.1.4 (C´ omputo de formas normales)

220

Para formas estables m´ as generales, deb emos limitar la clase de SR

TEs conside-

rados a los SR

Ts cuasi ortogonales.

= (Σ )

(Σ ) = ( ~ )

= ( )

. De acuerdo con el T eorema 4.2.8, existe un t́ ermino tal que

y . Por el Lema 2.3.5, es estable.

Conjeturamos que este resultado puede extenderse a SR

Ts lineales p or la izquierda

sin requerir que el SR

T sea cuasi ortogonal.

( )

En general, no es p osible asegurar (de forma no trivial) que los c´ omputos p or v an

a ser capaces de obtener generales.

( ) = ( ) = ( ) = ( ) = 1

= =

rsc

( )

Sin embargo, tenemos algunas op ortunidades en ciertos casos esp eciales.

= (Σ )

(Σ ) (Σ Ø)

Se a un SR

T cuasi

orto gonal y se a tal que . Se a y se a un t́ ermino

estable. Si , entonc es existe un t́ ermino estable tal que y

.

Intentar extender el T e or ema 12.1.1 a SR

Ts -orto gonales (De-

finici´ on 6.3.3) no sup one ning ´ un b eneficio adicional. Esto se deb e a que si c onside-

r amos una funci´ on de r e emplazamiento tal que , un SR

T -orto gonal

siempr e es orto gonal. Esto es as ´ ı p or que la -c omp atibilidad de las p artes izquier das

de las r e glas del SR

T implic a que to das las o curr encias (las o curr encias que

pue den dar lugar a p ar es cr ´ ıtic os) son r e emplazantes. Por tanto, los p ar es cr ´ ıtic os y

los p ar es -cr ´ ıtic os son exactamente los mismos.

rsc

formas normales

Consider emos el SR T :

T omemos . T anto c omo verific an las c ondicio-

nes del T e or ema 11.1.4 (tomando, p or ejemplo, , lo cual cubr e el p e or

de los c asos p ar a ). T enemos la siguiente derivaci´ on:

que l leva a una forma normal que no pue de obtenerse me diante la

p or que ya es una forma -normal. Observemos que

.

Se a un SR

TE li-

ne al p or la izquier da, y tal que es una forma normal. Se a

tal que . Entonc es, si y s´ olo si .

□

⊐

+

( )

∗ ∗

∗

R

R

⊤

R

⊤

R

⊤

→⊆→

→ →

→

∈

⊆

R

→ →

→

´ on

s s

ar f

com

com

com

com

Observ aci´ on 12.1.5

Ejemplo 12.1.6

12.1. EST

ABILIZACI

´

ON Y NORMALIZACI

´

ON DIRECT A

t s s t σ s

σ θ t θ s

s θ s s

t

s t s

t s

μ s μ f

f s

s

f

f t

s f

s s

μ

μ

μ

μ μ

μ μ or(true,x) true or(false,false) false

or(x,true) true

221

. La parte es inmediata, puesto que . Resp ecto a la parte

, puesto que y es b´ asico, p o demos escribir ( ) para cualquier

sustituci´ on . Por la Prop osici´ on 4.2.7, existe una sustituci´ on tal que ( ).

Puesto que es b´ asico, ( ) = .

( ) = I N

Σ( )

completamente definidas

(

~

)

Δ Σ( ) Σ( ) Δ

No obstante lo dicho, encontraremos una aplicaci´ on interesante del T eorema 12.1.4 al

discutir la extensi´ on de la a SR

Ts condicionales (Cap ´ ıtulo 14).

Es interesante advertir que la funci´ on de reemplazamiento can´ onica imp one

un l ´ ımite a las mejoras en eficiencia, terminaci´ on, etc., que p o demos esp erar obtener

al emplear la en lugar de la reescritura sin restricci´ on alguna. Si coincide con

, no p o demos intro ducir ninguna mejora de comp ortamiento mediante el empleo de

la , al menos si queremos asegurar unas m ´ ınimas prestaciones p or lo que resp ec ta

a la completitud de las computaciones sensibles al contexto.

or paralela

= rsc

Lisp

rsc si

s´ olo si

El T e or ema 12.1.4 es dif ´ ıcil de emple ar en la pr´ actic a p or que,

dada una expr esi´ on inicial , normalmente desc ono c emos la estructur a de la forma

normal de . Como c onse cuencia, no hay una forma sencil la de estable c er si

ser´ a un t́ ermino b´ asic o (aunque si es b´ asic o y nos limitamos a SR

Ts, tambí en

lo ser´ a) o cu´ al ser´ a la definici´ on de . Si es b´ asic o, entonc es

p ar a to do c on lo que b astar ´ ıa c ono c er el c onjunto de s ´ ımb olos de que c onsta

. Dicho c onjunto de s ´ ımb olos p o dr ´ ıa ser apr oximado emple ando informaci´ on sobr e

tip os, de forma similar a c omo se r e aliz´ o en el Cap ´ ıtulo 11 c on los s ´ ımb olos definidos

externos. T ambí en pue de tenerse en cuenta informaci´ on ac er c a de qú e funciones

est´ an en el SR

TE. Si una funci´ on est´ a c ompletamente

definida p or las r e glas del SR

TE, entonc es no pue de hab er ning ´ un t́ ermino en

forma normal y, puesto que es una forma normal, pue de excluirse el s ´ ımb olo del

c onjunto que apr oxima (es de cir, ).

rsc

rsc

rsc

Consider emos el SR

T que implementa la funci´ on

[O’D85]:

T enemos que . Por tanto, la y la r e escritur a est´ andar son una misma

c osa si dese amos ase gur ar alguna clase de c ompletitud en los c´ omputos. Po demos

c omp ar ar esta situaci´ on c on la versi´ on se cuencial de este op er ador emple ada en el

lenguaje de pr o gr amaci´ on (Ejemplo 3.4.1). Al l ´ ı ten ´ ıamos , lo cual

l levab a a c oncluir que el emple o de la en vez de la r e escritur a est´ andar pue de ser

ventajoso.

ar f 1 ( ) t

t f s

s , . . . , s

μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ

Observ aci´ on 12.2.1

12.2 El problema de la normalizaci´ on

´

´

algoritmos rsc

c ontexto r e emplazante m´ aximo

L as implementaciones que obtienen de forma expl ´ ıcita formas

estables en alg ´ un momento del pr o c eso de normalizaci´ on de un t́ ermino suelen em-

ple ar formas fuertemente estables c omo apr oximaci´ on de cidible a ´ estas [O’D95, Str89].

Puesto que, en este c aso, el pr o c e dimiento de de cisi´ on sup one emple ar la -r e duc ci´ on

p ar a de cidir si un t́ ermino es fuertemente estable o no, tiene sentido utilizar formas

-normales c omo apr oximaci´ on a las formas estables, puesto que de cidir si un t́ ermino

es una forma -normal o no es menos c ostoso que de cidir si es fuertemente estable.

Como c ontr ap artida, p or lo gener al, una forma -normal estar´ a “m´ as evaluada” que

una forma fuertemente estable. No obstante, esto pue de ser ventajoso si dese amos

inter c alar c´ omputos (p ar cialmente) vor ac es en el pr o c eso de evaluaci´ on glob al.

222

Si aceptamos intro ducir alg ´ un control adicional m´ as all´ a del establecido p or la funci´ on

de reemplazamiento, es p osible definir basados en la capaces de obtener

la forma normal de un t́ ermino.

Un ḿ eto do de normalizaci´ on bien cono cido es el que normaliza un t́ ermino en

dos fases [Ken94, Mid97, O’D95]:

1. Estabilizar , obteniendo una forma estable ( ~ ).

2. Aplicar, de forma recursiv a, este pro cedimiento a .

Este ḿ eto do es seguro p orque, p or definici´ on de forma estable, p osteriores mo difi-

caciones de los subt́ erminos situados ba jo el s ´ ımb olo que o cupa la ra ´ ız de la forma

estable no sup onen que haya que considerar en el futuro un nuevo paso de reducci´ on

a la ra ´ ız puesto que no es p osible reducir una forma estable a un redex. Este ḿ eto do

adolece del siguiente inconveniente: no es decidible si un t́ ermino es estable o no.

Dado que las formas -normales son formas (fuertemente) estables (T eoremas 4.3.7

y 4.3.8), p o demos ensayar la utilizaci´ on de formas -normales en etapas intermedias

del c´ omputo de formas normales.

Si lo hacemos as ´ ı, el pro cedimiento simple esb ozado anteriormente puede ser mo-

dificado para evitar reinsp eccionar innecesariamente los t́ erminos. Po demos tomar

el (Definici´ on 3.2.5) de la forma -normal intermedia

obtenida como prefijo estable ba jo el cual aplicar recursiv amente el pro cedimiento de

normalizaci´ on (en lugar de emplear el s ´ ımb olo que etiqueta la ra ´ ız de la forma -

normal). Las secciones siguientes establecen los resultados necesarios para justificar

la viabilidad de este ḿ eto do.

Ω μ

~

Σ

1 1

R

∗ ∗

∗ com

μ

>ϵ

k k i i

i i

Demostraci ´ on

R

→

→

→

{ }

→ →

→ → · · ·

→ → · · ·

R

∈ ⊑ ∈ T

≤

→ − →

→

≤ ≤

12.3 F ormas normales y formas -normales

12.3. FORMAS NORMALES Y FORMAS -NORMALES

Ejemplo 12.3.1

T eorema 12.3.2 (F ormas normales y formas -normales) f(x,a) a

g(a) a

b b

f g

f(b,g(a))

f(b,g(a)

) f(b,a) a

f(b,g(a)) f(b,g(a))

g(b)

g(b) g(b) μ

μ

μ

μ

μ μ

t

t μ μ

t μ t

t

μ

t

μ , R

μ M μ μ t , V t

t μ s t C s

C t

s t s t

r oot s r oot t s

t t t

s s t μ

t f t , . . . , t s f s , . . . , s s t

i k ar f s t apr oximaciones

Consider emos el SR

T no terminante :

Si imp onemos y , entonc es:

1. El t́ ermino es normalizable:

Sin emb ar go, no tiene forma -normal pues s´ olo existe una se cuencia de -

r e escritur a que p arte de ´ el y es infinita:

2. El t́ ermino es una forma -normal, p er o no tiene forma normal:

Se a un

SR TE line al p or la izquier da y se a tal que . Si y es una

forma normal de , existe una forma -normal de tal que, siendo CMR ,

se verific a .

223

A continuaci´ on estudiamos la relaci´ on existente entre las formas normales y las formas

-normales. Demostramos que, cuando un t́ ermino tiene una forma normal (no ne-

cesariamente ´ unica), siempre tiene una (o v arias) forma(s) -normal(es) que pueden

verse como suyas.

En primer lugar, veamos que el an´ alisis de este problema no es trivial. En general,

hay t́ erminos que tienen forma normal y no tienen forma -normal y viceversa.

( ) = 1 ( ) = Ø

=

=

Ahora establecemos las condiciones que aseguran que cualquier forma normal

¯

tiene

una forma -normal corresp ondiente cuyo contexto reemplazante m´ axim o es un prefijo

de

¯

.

= (Σ )

(Σ )

¯

¯ [ ] = ( ¯ )

[Ω]

¯

. Por el T eorema 4.2.8, existe un t́ ermino tal que

¯

y

( ) = (

¯

). Demostramos la existencia de ¯ p or inducci´ on sobre la estructura

de

¯

. Si

¯

es una constante o una v ariable, entonces, puesto que

¯

es un s ´ ımb olo de

aridad nula, ¯ = =

¯

es la forma -normal deseada.

Sea

¯

= (

¯ ¯

) y consideremos = ( ). T enemos que

¯

,

para 1 = ( ). Dado que cada tiene a

¯

como forma normal, aplicamos

□

□

□

~

{

~

{

1

1 ( )

Σ

Σ

′

′ ′ ′

′

′

∗

R

′ ′

R

R

Demostraci ´ on i i

i μ

i

i i

k

i i

ar f

i i

i

i

com

com

com

≤

≤

∈

∉

≤ ≤ ≤

∈

∉

≤ ≤

→

∈

→ ∈

⊑

R ∈

⊑ ∈ T

R ∈

⊑ R R

´

´

T eorema 12.3.3

T eorema 12.3.4

Observ aci´ on 12.3.5 μ s s

C s C t

C f C , . . . , C

C

C i μ f

i μ f

i k C t C

s f s , . . . , s

s s i μ f

s i μ f

i k s μ t

s t s

s μ

s i μ f μ s

l r R s σ l σ

μ μ

l s t C

t σ l σ t

μ

, R μ M

μ μ t , V t μ

, R μ M

μ μ μ

μ

μ

μ

CMR

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a tal

que . Si es normalizable, entonc es es -normalizable.

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a tal

que . Si es normalizante, entonc es es -normalizante.

L os T e or emas 12.3.3 y 12.3.4 ase gur an que, emple ando una

estr ate gia -normalizante, los c´ omputos me diante la pue den obtener una forma

-normal, siempr e que se r e alic en sobr e un t́ ermino , es de cir, un t́ ermi-

no que tiene forma normal. Esto nos p ermite utilizar las estr ate gias -normalizantes

p ar a implementar la normalizaci´ on de t́ erminos si pr o c e demos de forma esc alona-

da, obteniendo pr efijos estables (ante r e duc ciones p osterior es) de las formas normales

busc adas y saltando al interior de dichos pr efijos p ar a extenderlos hasta obtener final-

mente la forma normal. F ormalizar emos este pr o c e dimiento en la pr´ oxima se c ci´ on.

224

la hip´ otesis de inducci´ on para concluir que existen formas -normales de cada

tales que cada [ ] = ( ) satisface [Ω]

¯

. Adví ertase que, p or definici´ on

de , el contexto [ ] = ( [ ] [ ]) definido al tomar

[ ] =

[ ] si ( )

si ( )

para 1 , satisface [Ω]

¯

. Obś ervese que [ ] es el contexto reemplazante

m´ aximo de ¯ = ( ¯ ¯ ), que a su vez se define tomando

¯ = si ( )

si ( )

para 1 . T o dav ´ ıa deb emos demostrar que ¯ es una forma -normal de . A

partir de la definici´ on de ¯ y empleando la Prop osici´ on 3.3.6, es claro que .

Demostramos que ¯ es una forma -normal p or contradicci´ on. Si no lo es, puesto que

cada ¯ para ( ) es una forma -normal, ¯ deb e ser un redex de una regla de

reescritura . Esto significa que ¯ = ( ) para alguna sustituci´ on . Sin

embargo, puesto que , los subt́ erminos a las o currencias no reemplazantes

de son v ariables, y dado que ¯ y

¯

coinciden en el prefijo reemplazante [ ], se sigue

que

¯

= ( ) para alguna sustituci´ on . Por tanto,

¯

no es una forma normal, una

contradicci´ on.

El T eorema 12.3.2 tiene inteŕ es p orque asegura que siempre que un t́ ermino tiene una

forma normal, tambí en tiene una forma -normal que ‘aproxima’ la forma normal.

Esto tiene algunas consecuenc ias inmediatas.

= (Σ )

(Σ )

. Consecuencia del T eorema 12.3.2.

= (Σ )

rsc

normalizable

→

∗

1

1

1 k

i i

k

k

μ

12.4. ALGORITMOS DE NORMALIZACI

´

ON

Procedure

;

                                                                                                  let ;

                                                                                                  for do

                                                                                                  return

end procedure t

t t

t f t , . . . , t

i , . . . , k

t t

t f t , . . . , t

t

f t , . . . , t

μ

μ

μ

t μ t t

t μ

12.4 Algoritmos de normalizaci´ on basados en rees-

critura sensible al con texto norm

he ad-eval

norm

norm

norm

he ad-eval

norm

he ad-eval

he ad-eval

he ad-eval

he ad-eval

norm

he ad-eval

norm rsc

-norm

-norm

225

( )

:= ( )

= ( )

:= 1

:= ( )

:= ( )

Figura 12.1: Normalizaci´ on mediante estabilizaci´ on

Cualquier algoritmo de estabilizaci´ on puede utilizarse para definir pro cedimientos de

normalizaci´ on. Consideremos el pro cedimiento de normalizaci´ on de la Figura

12.1. Un pro cedimiento de estabilizaci´ on (para SR

Ts d́ ebilmente ortogona-

les) que puede emplearse en se muestra en la Figura 12.2 [O’D95

]. La definici´ on

de est´ a basada en la estabilidad del s ´ ımb olo que etiqueta la ra ´ ız de una

forma estable y en la decidibilidad de las formas fuertemente estables (punto (1) del

algoritmo ). Sin embargo, decidir si un t́ ermino es fuertemente estable puede

involucrar c´ omputos de coste p olin´ omico [O’D95

]. M´ as a ´ un, adolece de un

punto d́ ebil que tambi ´ en es digno de menci´ on: en el punto (2), se deb e decidir cu´ al

ser´ a el siguiente subt́ ermino inmediato de ( ) que se reducir´ a. La termi-

naci´ on de dep ende de que dicha selecci´ on se realice en tiemp o finito. Por

tanto, la terminaci´ on de tambí en dep ende de ello. T al como se ha discutido con

anterioridad, realizar esta selecci´ on no es trivial. De hecho, sup one afrontar el pro-

blema de la decidibilidad de las p osiciones de los redexes necesarios para estabilizar

un t́ ermino, puesto que sirve como pro cedimiento de estabilizaci´ on.

Al amparo de los resultados de la secci´ on anterior, definimos un pro cedimiento

de normalizaci´ on basado en la ba jo una funci´ on de reemplazamiento

que obtiene formas -normales en sus fases intermedias en vez de formas estables

(Figura 12.3). Asumiremos que el pro cedimiento auxiliar empleado verifica

( ) para to do t́ ermino ; es decir, que la transformaci´ on que op era sobre

el t́ ermino puede describirse como -reescritura.

A continuaci´ on establecemos las condiciones que aseguran la correcci´ on y comple-

R

R

1

1

( )

Σ

Demostraci ´ on

∈ { }

R

R

∈ ⊑ ∈ T

∈ T

∈ ∪ k

i i

k

μ μ

μ

μ

μ

μ

μ

com

μ

μ μ

μ

T eorema 12.4.1 (Correcci´ on de )

´

´

Procedure

                                                                                                  while do

if then

else

let ;

;

;

                                                                                                  return

end procedure t

t

t

t t

t f t , . . . , t

i , . . . , n

t t

t f t , . . . , t

t

μ

μ

μ

μ μ

μ

μ

μ μ

μ

, R

μ M μ μ t , V

s , V μ s μ s

t t t t

t t t V t t n

C t t μ t t he ad-eval

right-side

he ad-eval

he ad-eval

norm norm

-norm norm

-norm

norm -norm

cualquier

-norm

-estr ate gia -normalizante

-norm

norm

norm Se a un SR

TE line al p or la

izquier da, tal que y . Sup ongamos que, p ar a to do

t́ ermino , si -norm termina, devuelve una forma -normal de . Si

norm termina devolviendo un t́ ermino , entonc es es una forma normal de .

norm CMR

CMR -norm

226

( )

no es fuertemente estable (1)

es un redex

:= ( )

:= ( )

escoger un 1 cuya reducci´ on sea segura (2)

:= ( )

= ( )

Figura 12.2: Un pro cedimiento de estabilizaci´ on

titud de . Las propiedades computacionales de dep enden a su vez de las

propiedades del pro cedimiento auxiliar que se est́ e empleando en . En

particular, la terminaci´ on y car´ acter determinista de influir´ an, eventualmen-

te, en la terminaci´ on y car´ acter determinista de . La terminaci´ on de

puede garantizarse de dos maneras:

1. Si el SR

TE es -terminante (Cap ´ ıtulo 5), secuencia de -reducci´ on

terminar´ a, p or lo cual, en lo que resp ect a a la terminaci´ on, no presenta

ning ´ un problema adicional.

2. Si no es p osible demostrar la -terminaci´ on de , to dav ´ ıa p o demos encontrar

una I

H (Parte I I) que puede utilizarse para

definir .

El car´ acter determinista de puede garantizarse exigiendo la confluencia del

SR TE.

= (Σ )

(Σ )

(Σ ) ( )

( )

¯ ¯

. Realizamos la demostraci´ on p or inducci´ on sobre la estructura del

ermino

¯

= ( ) devuelto. Si

¯

Σ , entonces ( ) = y , el n ´ umero

de huecos de [ ] = ( ), es cero. Por tanto,

¯

= ( ) y

, puesto que

¯

es

□

□

R

∗ ∗ ∗ ∗

1

1

1 1

1

1

Σ

Demostraci ´ on

~ ~ ~

~

~ ~ ~ ~

~ ~ ~

~

~ ~ ~ μ

n μ

i μ i

n

μ

n n

μ

μ μ μ n

n

μ

com

μ

μ

μ

μ

∉ ∪

R

∈ ⊑ ∈ T

∈ T

→ ⊆→ R → →

≤ ≤

≤ ∈ ∪ ≤

≤

T eorema 12.4.2 (Completitud de )

´

;

t

t μ t

t C t , . . . , t , C t

i , . . . , n

t t

t C t , . . . , t

t

μ

t V μ t C t , . . . , t t C t , . . . , t

C t μ

t t , . . . , t

t , . . . , t

, R

μ M μ μ t , V

s , V μ s μ

s t t t t

t t t

t μ μ t

μ s t t s t

C s ω C C < ω C

t

t < ω C

ω C C C s C t

< ω C C t t V C t

C s t

C n

t s t

t C t

< ω C ω C C s

-norm

CMR

norm

rsc

-norm

CMR norm

norm norm norm

norm Se a un SR

TE line al p or la

izquier da y c onfluente, tal que y . Sup ongamos que

p ar a to do t́ ermino normalizable , -norm es una forma -normal de

. Si es la forma normal de , entonc es norm termina devolviendo .

-norm

CMR

norm

norm

227

( )

= [ ] donde [ ] = ( )

:= ( )

:= [ ]

Figura 12.3: Un pro cedimiento de normalizaci´ on basado en la

una constante o una v ariable que, p or hip´ otesis, es una forma -normal, tambí en es

una forma normal.

Si

¯

Σ , entonces hacemos ( ) = [ ] y

¯

= [

¯ ¯

].

Puesto que [ ] = ( ) = , despú es de que - termine, tenemos que

( ) termina si y s´ olo si cada ( ) ( ) lo hace pro duciendo

¯ ¯

resp ectiv amente. Entonces p o demos aplicar la hip´ otesis de inducci´ on y

llegamos a la conclusi´ on final sin m´ as que emplear la Prop osici´ on 4.3.1 y el Lema

2.5.14.

= (Σ )

(Σ )

(Σ ) ( )

¯

( )

¯

. Puesto que tiene una forma normal

¯

, es normalizable. Por el

T eorema 12.3.3, es -normalizable y

, p or hip´ otesis, ( ) devuelve una forma

-normal de que, puesto que y es confluente, verifica

¯

. Por

la Prop osici´ on 4.3.1, [ ] = ( ) verifica que ( [Ω]) = [Ω] y Ω ( [Ω]).

Ahora pro cedemos p or inducci´ on sobre la estructura de

¯

.

Si

¯

es una constante o una v ariable, p or la Prop osici´ on 4.3.1, Ω ( [Ω])

y ( [Ω]) = [Ω]. Por la Prop osici´ on 4.3.5, [Ω] y [Ω]

¯

. Dado que

Ω ( [Ω]) = [Ω]

¯

y

¯

Σ , p or definici´ on de tenemos que [Ω] =

¯

; es

decir, el contexto [ ] no contiene huecos. Por tanto, deb e tenerse =

¯

. Puesto que

[ ] no contiene huecos, el v alor de en la definici´ on de es cero. Por tanto,

( ) = =

¯

.

Si

¯

no es ni constante ni v ariable, p or la Prop osici´ on 4.3.5, [Ω]

¯

, y , p or la

Prop osici´ on 4.3.1, Ω ( [Ω]), y ( [Ω]) = [Ω]. Por la Prop osici´ on 4.3.11, =

~

□

→ ≤ ≤

∈ T

R

R

∗

R

R

( )

( )

1 1

1

( )

( )

Observ aci´ on 12.4.3 μ

μ

n n

i i i i

i i μ i i

n

μ

μ

μ

μ

                                                                                                  return

end procedure

´

´

μ t

t μ

t t

t

μ

μ μ

μ t C s , . . . , s t C t , . . . , t

s s t i n s

< C

t s s s

C s , . . . , s

t

μ

t

μ

μ μ

μ μ

s , V

μ s μ s

s

μ

μ μ

μ

μ s μ s

μ

μ

μ μ

-norm

-norm

-norm

norm

El r e quisito de c onfluencia ha sido impuesto en el T e or ema

12.4.2 s´ olo p ar a ase gur ar una ade cuada ‘c o or dinaci´ on ’ entr e la salida del pr o c e dimiento

-norm y el r esultado final pr o ducido p or norm . De he cho, el T e or ema 12.3.2 p o dr ´ ıa

utilizarse p ar a justific ar que, al c onsider ar SR

TEs line ales p or la izquier da p er o no

ne c esariamente c onfluentes, cualquier forma normal de pue de ser obtenida me diante

una ele c ci´ on ade cuada del pr o c e dimiento -norm.

-norm

forma

-normal

norm normal

p ar a to do t́ ermino normalizable ,

-norm es una forma -normal de

norm

norm

si -norm termina, devuelve una forma -normal de

228

( )

no sea una forma -normal

:= I

H ( )

Figura 12.4: Un pro cedimiento de -normalizaci´ on basado en una -estrategia I H .

( ) = [ ] y

, p or el T eorema 12.3.2, p o demos escribir

¯

= [

¯ ¯

].

Por confluencia, cada verifica

¯

, para 1 , es decir, los son

normalizables. Dado que Ω [Ω], p o demos aplicar la hip´ otesis de inducci´ on a

cada

¯

, lo cual p ermite afirmar que cada ¯ = ( ) es la forma normal de .

Entonces, p or la Prop osici´ on 4.3.1 y el Lema 2.5.14, [ ¯ ¯ ] es una forma normal

que, p or confluencia, coincide con

¯

.

Como consecuencia del T eorema 12.3.3, siempre que garanticemos que es -

normalizante (es decir, que al ser aplicado sobre un t́ ermino que p osee una

termina devolviendo una forma -normal de ´ este), p o demos utilizarlo en

para normalizar t́ erminos que tienen una forma . Esto se deb e a que el

T eorema 12.3.3 asegura que la condici´ on “ (Σ )

( ) ” del T eorema 12.4.2 se satisface de forma

inmediata sin m´ as que sup oner que tiene una forma normal, tal como requiere la

hip´ otesis del teorema.

Es obvio que, si disp onemos de una -estrategia I

H (Definici´ on 7.1.1), p o de-

mos emplearla para definir el pro cedimiento de -normalizaci´ on - (ver Figura

12.4). Observemos que el pro cedimiento - de la Figura 12.4 satisface el requi-

sito “ ( ) ” que encontramos en

el T eorema 12.4.1. Esto se deb e a que, tal como esp er´ abamos, una -estrategia siem-

pre realiza un paso de -reescritura al ser aplicada sobre un t́ ermino que no es una

forma -normal. Si, adem´ as, I

H es -normalizante, entonces tambí en se satisface

el requisito del T eorema 12.4.2.

ζ

t

ζ

t

E

12.5 T raba jos relacionados

12.5. TRABAJOS RELACIONADOS 229

En [KW95], los resultados ofrecidos sobre completitud de la reescritura p erezosa en lo

que resp ect a a la normalizaci´ on de t́ erminos se han establecido resp ect o a la -igualdad

de t́ erminos (ver la Secci´ on 6.5). Es decir, se garantiza que, dado un t́ ermino , existe

una forma normal resp ecto a la reescritura p erezosa que es -igual a una forma normal

de . Por tanto, nuestros resultados sobre completitud en la obtenci´ on de v alores y

formas normales son m´ as precisos. T ambí en hay que se ~ nalar que los resultados dados

en [KW95] se limitan a SR

Ts lineales p or la izquierda y confluentes. Esta ´ ultima

condici´ on no es necesaria para establecer nuestros resultados, al menos en lo que

resp ecta a v alores.

Los resultados sobre completitud de la reducci´ on condicional de Maranget [Mar90]

tambí en tienen que ver con las formas normales p ero han sido establecidos para una

clase muy restringida de SR

Ts (ver las Secciones 3.5 y 6.5).

En [OF97], el problema de la completitud de los c´ omputos p or reescritura que

emplean la estrategia no llega a plantearse.

Con relaci´ on a la completitud de los c´ omputos que llev an a una forma estable

mediante las relaciones restringidas, dichos traba jos no ofrecen ning ´ un resultado. Ni

siquiera plantean el problema.

Ni en [KW95] ni en [Mar90] encontramos indicaciones acerca de c´ omo definir la

funci´ on de reemplazamiento que establece las restricciones de reemplazamiento b´ asicas

cuando se desea obtener completitud de los c´ omputos restringidos, ni se realiza ning ´ un

an´ alisis sobre cu´ anto se acercan dichos c´ omputos al ob jetivo final dep endiendo de la

manera en que se fijan las restricciones de reemplazamiento. T amp o co en [OF97] se

ab orda esta cuesti´ on.

. . . . . .

μ

μ

Cap ´ ıtulo 13

→ → → · · ·

· · ·

⊑ ⊑ ⊑ · · ·

F ormas normales infinitas

from(0)

from from

0 1 2 0 s(0) s(s(0))

from(0) 0::from(1) 0::1::from(2)

0::1::2::3::

from(0)

0:: 0::1::

valor es infinitos

l ´ ımites

p ar cialmente definidos

valor

r e escritur a infinita

formas normales infinitas

En el contexto de los lengua jes funcionales p erezosos, es habitual admitir la existen-

cia de que pueden utilizarse para asignar significado a expresiones

iniciales cuyo pro ceso de ev aluaci´ on nunca termina [FH88, Rea93]. En ese caso, los

v alores infinitos se definen como de secuencias infinitas convergentes de v alores

que el pro ceso de ev aluaci´ on v a refinando cada vez m´ as, incre-

mentando su carga sem´ antica. Por ejemplo, consideremos el programa del Ejemplo

1.1.2. El t́ ermino no tiene forma normal, puesto que cada aplicaci´ on de la

regla para la funci´ on intro duce una nuev a llamada a la funci´ on que a su

vez puede reducirse. Sin embargo, la existencia de la siguiente secuencia de reducci´ on

(donde escribimos , , , para abreviar , , , ):

sugiere que el “v alor infinito”,

corresp ondiente a la lista infinita de to dos los n ´ umeros naturales, p o dr ´ ıa ser asignado

como el (infinito) de la expresi´ on y obtenido como supremo de la cadena

creciente

Ω Ω Ω

De forma similar, la idea de , es decir, reescritura donde se contem-

pla la p osibilidad de que existan secuencias de reescr itura infinitas (que, eventualmen-

te, involucran t́ erminos infinitos e incluso SR

TEs con reglas constituidas p or t́ erminos

infinitos) y se estudian sus propiedades (en particular, la definici´ on de secuencias de

reducci´ on que obtienen ) ha suscitado algunos esfuerzos de

investigaci´ on [Bou85, DKP91, KKSV95, Mid97].

En la Secci´ on 13.1 demostramos que la -terminaci´ on de un SR

TE implica su

car´ acter infinitamente normalizante cuando iguala o excede la funci´ on de reempla-

231

□

~

1

1

2

1

R

∗

∗

∗

∗ ∗ ∗

Demostraci ´ on

T eorema 13.1.1

com

μ

n

i

i i μ

i

n

n

i i

i i

n

i

R ∈

⊑ R R

→

→

≤ ≤

→

{ | ≤ ≤ }

→ → → · · ·

13.1 Normalizaci´ on infini ta

CAP ´ ıTULO 13. FORMAS NORMALES INFINIT AS

Σ

1 0 1

0 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1

1 1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 2 1 11 1

1 2 21 2 2 2

2 1 1 1 1

1 1

1 11 1

1 1 2

2 2

2

2

0 1 2 ω

μ

, R μ M

μ μ μ

t

μ μ t

μ t t t t

t t t C t t C t , . . . , t

C t C

C d

C

C

C d > μ t μ

s C s

i n C C C , . . . , C

t C t , . . . , t t d

d d min d i n d >

C C

C C , . . . , C

d > < d < d

t d

d

C

t t t t normalizaci´ on infinita

se cuencias de r e duc ci´ on infinita de longitud (el primer

or dinal l ´ ımite) cuyo l ´ ımite se a una forma normal infinita

Se a un SR

TE line al p or la izquier da y se a tal

que . Si es -terminante, entonc es es infinitamente normalizante.

rsc

CMR

CMR

232

zamiento can´ onica aso ciada al SR TE.

En la Secci´ on 13.2 estudiamos c´ omo emplear estrategias de reescritura sensible al

contexto para definir estrategias infinitamente normalizantes.

Nuestra discusi´ on sobre cuestiones relativ as a la de t́ erminos

seguir´ a el enfo que de Middeldorp [Mid97

] (ver la Secci´ on 2.3.4). Se trata de una

aproximaci´ on simple aunque suficiente para discutir el tema con el fin de aplicar

los resultados al ´ area de la programaci´ on. En particular, y en contraste con [DKP91,

KKSV95], s´ olo consideramos

.

El siguiente teorema demuestra que el car´ acter -terminante de un SR

TE implica

que es infinitamente normalizante.

= (Σ )

. Dado un t́ ermino , demostramos que es p osible utilizar la para

construir una secuencia de reducci´ on fuertemente convergente como sigue: primero

-reducimos (de forma arbitraria, dado que el SR

TE es -terminante) el t́ ermino a

una forma -normal

¯

. Obtenemos =

¯ ¯

(aunque en este caso base p o dr ´ ıamos

escribir tambí en =

¯ ¯

). Sea [ ] = (

¯

), con

¯

= [ ].

Si [ ] no contiene ning ´ un hueco, se tiene que

¯

= [ ] es una forma normal, con

lo que hemos obtenido la secuencia deseada. Si [ ] contiene alg ´ un hueco, sea la

longitud del camino m´ as corto que llev a desde la ra ´ ız de [ ] a alguno de los huecos.

Por la Prop osici´ on 4.3.1, [Ω] es un t́ ermino r ´ ıgido fuertemente estable y

, p or tanto

[ ] = . Luego 0. Ahora -reduciremos cada hasta una forma -normal

¯ ; obtenemos as ´ ı contextos reemplazantes m´ aximos [ ] = ( ¯ ) que son

r ´ ıgidos para 1 . Por el Lema 2.5.13, el contexto [ ] = [ [ ] [ ]]

tambí en es r ´ ıgido y hemos obtenido

¯

[ ] =

¯

. Definimos como

= + ( 1 ) donde 0 es la longitud del camino m´ as corto

que v a desde la ra ´ ız de [ ] a uno de sus huecos (de nuevo, si to do contexto [ ]

careciera de huecos, [ [ ] [ ]] ser ´ ıa una forma normal, luego asumiremos

que existe un 0). Adví ertase que 0 . Las reducciones que arrancan

de

¯

se llev an a cab o sobre redexes cuya profundidad es mayor o igual a , y los

subt́ erminos cuya profundidad es menor que son estables, puesto que solapan el

contexto r ´ ıgido [ ]. Si rep etimos este pro ceso de forma indefinida es f´ acil concluir

que, o bien obtenemos una forma normal finita del t́ ermino inicial o construimos una

secuencia =

¯ ¯ ¯

que resulta ser fuertemente convergente: si

R

□

⊐

com

1 0

+1

−

′

∗ ∗ ′ ′

⊤

R

Ejemplo 13.2.1

≥ ≥ ≤

→ → · · · ≥

R

→

→

→ → → · · · j j

j j j

po

μ

po

μ

po

com μ

po

μ

po d j d d < d d

d

t t d d d > d

μ μ

μ

μ

t t t

μ

μ

13.2. ESTRA

TEGIAS DE NORMALIZACI

´

ON INFINIT A

a f(a,a)

f(b,x) c

a

f( , )

a f(a,a) f(f(a,a),a)

a f(a,a)

13.2 Estrategias de normalizaci´ on infinita basadas

en la reescritura sensible al con texto rsc

p ar al lel outermost

Consider emos el SR

T [Mid97 ]:

A dví ertase que no tiene forma normal, aunque s ´ ı tiene una forma normal infini-

ta que p o demos expr esar c omo la soluci´ on de la e cuaci´ on . T enemos la

siguiente -derivaci´ on c orr esp ondiente a la estr ate gia .

que no es e quitativa, puesto que el r e dex en el se gundo t́ ermino de la deri-

vaci´ on nunc a r esulta sele c cionado p ar a r e alizar un p aso de r e duc ci´ on.

rsc

233

0, siempre existe un 1 tal que (hacemos = 0). Por la forma

de construir la deriv aci´ on, la profundidad de cualquier redex en la sub deriv aci´ on

final

¯ ¯

satisface y

, p or tanto, , tal como se requiere.

Dado que to da secuenc ia fuertemente convergente tiene un l ´ ımite (que, en este caso,

es una forma normal), obtenemos la conclusi´ on deseada.

Este resultado s´ olo tiene sentido si puesto que, en este caso, la terminaci´ on

y la -terminaci´ on difieren (si consideramos un SR

T terminante, no pueden existir

secuencias de reducci´ on infinitas). Por tanto, p o demos aplicar el resultado a SR TEs

no terminantes cuya -terminaci´ on pueda demostrarse.

La demostraci´ on del T eorema 13.1.1 sugiere la p osibilidad de definir estrategias

de normalizaci´ on infinita basadas en la .

Ba jo ciertas condiciones, las estrategias estabilizantes pueden ser empleadas para ob-

tener la forma normal infinita de un t́ ermino (ver la Secci´ on 2.4.1). Dado que sab emos

c´ omo definir estrategias sensibles al contexto que realizan reducci´ on de ´ ındices y que

dichas estrategias son estabilizantes, los T eoremas 7.3.3 y 7.3.12 constituyen la base

para la definici´ on de estrategias de estabilizaci´ on.

La estrategia , I

F , es infinitamente normalizante ([Mid97], Co-

rolario 7.6). Para demostrar que I

F tambí en lo es, necesitar ´ ıamos demostrar que

I F es equitativ a. Por desgracia, esto no es as ´ ı.

=

I F

Sin embargo, esta ‘deficiencia’ es l´ ogica; de la estrategia I

F s´ olo p o dr ´ ıamos esp erar

que obtuviera una forma -normal infinita. Como quiera que no estamos interesados

en obtener este tip o de t́ erminos, exploramos la p osibilidad de definir estrategias

de normalizaci´ on infinita basadas en la . En primer lugar, tenemos el siguiente

resultado.

□

R ∈

⊑ R

R R

R ∈

⊑ R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R R

Demostraci ´ on

Σ

( )

( )

( )

( )

1

1

Σ

( )

13.3 T raba jos relacionados com

μ

μ

μ

,μ

,μ μ

n

μ

n

i ,μ i

com

μ ,μ

T eorema 13.2.2

T eorema 13.2.3

´

, R μ M

μ μ μ μ μ

μ

μ μ

μ

μ

μ

t t t μ

C s , . . . , s

C t

t C t , . . . , t

s t , . . . , n

, R μ M

μ μ μ μ

μ

μ

Se a un SR

T line al p or la izquier da y tal que

. Si es -normalizante y existe una -estr ate gia -normalizante

p ar a , entonc es es infinitamente normalizante.

CMR

Se a un SR

T line al p or la izquier da y se a tal

que . Si es una -estr ate gia -normalizante p ar a , entonc es

es una estr ate gia infinitamente normalizante p ar a .

234

= (Σ )

I H

. Similar al T eorema 13.1.1 p ero definiendo las secuencias de -

reducci´ on intermedias mediante I H .

El T eorema 13.2.2 demuestra que las -estrategias -normalizantes exhib en una pro-

piedad que las estrategias normalizantes no p oseen: son ´ utiles para obtener formas

normales infinitas cuando se puede asegurar que el SR

T es -normalizante.

T rat´ andose de normalizaci´ on infinita, no tiene sentido definir un pro cedimiento

que ‘pro duzca’ la forma normal infinita de una expresi´ on puesto que, p or definici´ on,

dicho pro ceso no terminar´ a nunca. Sin embargo, ap oy´ andose en el T eorema 13.2.2

y teniendo en cuenta la demostraci´ on del T eorema 13.1.1, donde constru ´ ıamos una

secuencia de reducci´ on convergente a una forma normal infinita ap oy´ andonos en sub-

secuencias de reducci´ on sensible al contexto, es inmediato utilizar una -estrategia

-normalizante I

H para definir una estrategia (paralela) de normalizaci´ on infinita

I F :

I F ( ) =

I H ( ) si no es una forma -normal

[ ] en otro caso, donde:

[ ] = ( )

= [ ] y

:= I

F ( ) para 1

= (Σ )

I H I F

El T eorema 13.1.1 complementa los resultados sobre estrategias de normalizaci´ on

infinita dados en [Mid97

, KKSV95] puesto que dichos resultados no pueden aplicarse

a SR

Ts lineales p or la izquierda sino s´ olo a SR

Ts ortogonales. Como contrapartida,

nuestros resultados dep enden de la -terminaci´ on del SR

T o de que seamos capaces

de definir una estrategia -normalizante para el SR T.

235

P arte IV

Extensiones. Restricciones de

reemplazam ien to generales

normales

rsc

Extensiones

´ ıtulo 14

14.1 Estrec hamien to

En este cap ´ ıtulo discutimos algunas extensiones de la reescritura sensible al contexto.

En la Secci´ on 14.1 analizamos la utilizaci´ on de las restricciones de reemplazamiento

sensibles al contexto para limitar los c´ omputos p or estrechamiento. Demostramos

que las mejoras deriv adas de considerar las restricciones de reemplazamiento en la

reescritura pueden obtenerse de forma an´ aloga para el estrechamiento.

En la Secci´ on 14.2 estudiamos la utilizaci´ on de funciones de reemplazamiento

para limitar la relaci´ on de reescritura inducida p or un SR

T condicional (SR

TC).

Demostramos que, en el caso de los SR

TCs , las buenas propiedades de la

para el caso incondicional pueden ser aprovechadas tambí en para mejorar los

c´ omputos mediante reescritura condicional.

Los lengua jes l´ ogico-funcionales integran en un solo entorno computacional las ca-

racter ´ ısticas m´ as interesantes tanto de los lengua jes funcionales puros como de los

lengua jes l´ ogicos puros. La p osibilidad de emplear v ariables l´ ogicas, estructuras de

datos parciales y b ´ usqueda de soluciones constituye la ap ortaci´ on fundamental de la

parte l´ ogica de estos lengua jes. Por otro lado, es p osible definir expresiones anidadas,

funciones de orden sup erior y explotar la naturaleza determinista de ´ estas como con-

secuencia del comp onente funcional del lengua je [AFV98, AFV98b, Han95c, Han94,

Red95, Red85, Ro d95].

Para dar sop orte efectivo al c´ omputo con v ariables l´ ogicas, es preciso prop orcionar

un nuevo mecanismo op eracional, diferente de la reescritura, que sea capaz de instan-

ciar ´ estas. En la mayor ´ ıa de los casos, particularmente cuando se busca un principio

computacional completo, dicho mecanismo es el estrechamiento.

237

− n

→ y 0

0 1 1

∗

− −

{ }

[ ]

Σ

1 1 1 1 0

Σ [ ]

[ ]

⊏

⊏

⊏ ⊏

⊏ ⊏ ⊏

⊏

⊏ ⊏

⊏ ⊏

⊏

R

∈ T

∈ → ∈

|

· · · ∘ · · · ∘ ∘

R

∈

R ∈

⊆

CAP ´ ıTULO 14. EXTENSIONES

u,α,σ

σ

u u

θ

σ σ n σ n

μ

u,α,σ

μ

σ u,α,σ μ

μ

14.1.1 Estrec hamien to sensible al con texto

if(and(x,false),y+s(0)

              ,0) if(and(x,false),s(0),0)

, R

t, s , V t s t s

t s u O t α l r R

t l σ s σ t r

t s t s

θ ϵ t t t s θ σ σ σ

, R

μ M t μ s t s

t s t s u O t on 14.1.1 (Estrechamien to )

Observ aci´ on 14.1.2

Definicí on 14.1.3 (Estrechamien to sensible al contexto)

Ejemplo 14.1.4

238

[Hul80

, Sla74] = (Σ )

(Σ )

( ) :

umg = ( [ ] )

Una deriv aci´ on p or estrechamiento (o -deriv aci´ on) es tal que, o bien = y

= o bien y = .

umg

umg

Con el fin de transferir al camp o l´ ogico-funcional las venta jas que ofrece la en

el contexto de la implementaci´ on de la programaci´ on funcional mediante t́ ecnicas de

reescritura, consideremos en lo que sigue la idea de limitar las secuencias de deriv aci´ on

p or estrechamiento . Restringiremos (mediante una funci´ on de reemplazamiento) las

o currencias de los subt́ erminos que pueden considerarse para realizar el estrechamien-

to.

= (Σ )

( )

An´ alogamente al caso de la , tenemos que . Por tanto, el estrechamiento

sensible al contexto ( ) considera un espacio de b ´ usqueda menor que el del estre-

chamiento no restringido. V eamos un ejemplo.

esc 2

Se a un SR T y

. Un t́ ermino se estr e cha a , escrito (o simplemente

) si existe y un r enombr amiento de una r e gla tales que

y unific an c on idemp otente y .

Con r elaci´ on a una p osible no ci´ on de estr e chamiento p ar a

SR TEs, observemos que la pr opia definici´ on de estr e chamiento obliga a que la susti-

tuci´ on emple ada p ar a efe ctuar un p aso elemental de estr e chamiento se a un unific ador

m´ as gener al. Por tanto, las variables extr a existentes en la r e gla emple ada p ar a r e-

alizar el p aso elemental son tr atadas, en r e alidad, c omo c onstantes (en ese p aso)

pues no pue den ser instanciadas p or el c omputado. Existen otr as no ciones de

estr e chamiento que no utilizan ’s p ar a r e alizar los p asos elementales (ver, p or

ejemplo, [AEH94]). Sin emb ar go, en esta se c ci´ on emple ar emos la definici´ on est´ andar

de estr e chamiento (Definici´ on 14.1.1) p ar a SR

Ts y nos c e ~ nir emos, en c onse cuencia,

a ´ estos.

rsc

Se a un

SR T y . Un t́ ermino es -estr e chado a , y se escrib e (o simple-

mente ) si y s´ olo si en y .

rsc

esc

Consider emos el SR

T y la funci´ on de r e emplazamiento del Ejemplo

3.3.3. El p aso de estr e chamiento (inne c esario)

no tiene lugar usando el , puesto que la o curr encia del objetivo inicial no es

r e emplazante.

1

i

i η

η μ

−

−

| |

⊤ n n

n n n

− −

− − −

⊏ ⊏ ⊏ ⊏ ⊏

□

Demostraci ´ on

T eorema 14.1.5

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

14.1. ESTRECHAMIENTO

∈

R ∈ ∈ T

D ⊆

→ → → · · · → →

· · ·

≤ ≤

D ⊆

∘

∘

≤

Σ

0

[ ]

1

[ ]

2 1

[ ]

0 [ ] 1 [ ] 2 1 [ ]

1

0 +1 +1 u ,α u ,α

n u ,α

n

μ

u ,α ,σ μ

u ,α ,σ μ μ

n μ

u ,α ,σ n

i

i

i i

i

W i i W

i i i

i i i

n σ σ x x V

μ M t , V W

V ar t η om η

V ar t μ η t

η t s s s s s

μ t

t t t t t t

i i n η

W

om η W

η

η η θ

η t s

θ ϵ θ σ θ

μ η θ η W

μ

μ μ

En el resultado original de Hullot, el requisito de que cada sustituci´ on est́ e normalizada se deb e

a la necesidad de asegurar que la instanciací on no intro duce nuevos redexes sin mediar la participaci´ on

del t́ ermino instanciado. Por este motivo, no p o demos rela jar aqu ´ ı esta condici´ on (exigiendo, p or

ejemplo, que sea -normalizada), p orque, en ese caso no queda asegurada la propiedad anterior esc rsc

rsc

esc

Se a un SR

T y . Se a y un c onjunto finito

de variables que c ontiene . Se a una sustituci´ on normalizada c on

. Consider emos la siguiente derivaci´ on de -r e escritur a que arr anc a en :

Existe una derivaci´ on de -estr e chamiento aso ciada que p arte de :

,

y p ar a to do , , existe una sustituci´ on y un c onjunto finito de variables

tal que:

1. ,

2. es una sustituci´ on normalizada ,

3. y

4.

donde y . T ambí en al c ontr ario, p ar a c ada derivaci´ on de

-estr e chamiento y sustituci´ on tal que , existe una derivaci´ on de

-r e escritur a aso ciada.

239

Establecemos, para el , un resultado similar al T eorema 11.1.4 para la . Para

ello nos ap oyamos en el siguiente teorema, que expresa la corresp ondenc ia entre la

y el de forma an´ aloga al resultado est´ andar de Hullot que aso cia una deriv aci´ on

de estrechamiento a cada deriv aci´ on de reescritura y viceversa [Hul80].

En el enunciado del siguiente teorema, entendemos p or sustituci´ on normalizada

una sustituci´ on tal que ( ) es una forma normal para to do .

(Σ )

( ) ( )

( ) ( )

( ) = (1)

= (2)

0

( )

= ( )

( ) =

= =

(2) [ [ ] ]

(1)

. La demostraci´ on es b´ asicamente la misma que el T eorema 1

de Hullot [Hul80], puesto que cada paso de reducci´ on utiliza exactamente la misma

o currencia que el corresp ondiente paso de estrechamiento y viceversa. Puesto que al

considerar deriv aciones de estrechamiento las restricciones de reemplazamiento son

las mismas que en el caso de la reescritura y ´ estas s´ olo dep enden de la o currencia

considerada, la demostraci´ on de Hullot es v´ alida incluso cuando se consideran las

restricciones de reemplazamiento.

Cuando = , el T eorema 14.1.5 expresa exactamente lo mismo que el resultado de

Hullot (ver [Hul80]). En el contexto de dicho teorema, las sustituciones normalizadas

son imp ortantes. Para asegurar que las sustituciones computadas son normalizadas,

′

′

→

→ →

( )

Σ

( )

( )

⊏

⊏

⊏

⊏ ⊏

⊏

⊏ □

⊏

⊏ x true

x true y 0

Demostraci ´ on

´

θ

V ar t

θ

μ

θ

μ

V ar t

V ar t n n

θ

μ

θ

μ

,

14.1.2 Resoluci´ on de ecuaciones

R ∈

T

R C ⊎ F

B ⊆ C ∈ ⊑ ∈ T ∈ T B

≤

⊆

⇒ → → ⇔ →

→ ⇒ ≤

≈ ≈

∗

|

B

R

∗

∗

′

′

′

|

⊤

′

|

∗ ′ ∗ ′ ∗ ′ ∗

′ ∗

∗

′

∗

{ }

∗

{ }

Lema 14.1.6

T eorema 14.1.7

Ejemplo 14.1.8

if(and(x,false),y+s(0),0) 0

if(and(x,false),y+s(0),0) 0

true

, R t, s

, V t s θ

, R , R

μ M μ μ t , V δ , V t δ

t δ θ θ V ar t

θ θ

η θ μ μ

η θ η ϵ η δ δ

t δ θ t δ θ t δ θ t δ

θ t δ t δ θ θ V ar t

t s t s

Se a un SR

T BC line al p or la izquier da. Se an

, tales que . Entonc es es una sustituci´ on c onstructor a.

Se a un SR

T BC line al p or la izquier da,

y tal que . Se a y . Entonc es,

si y s´ olo si y .

si

s´ olo si

esc

Una derivaci´ on de que c oncluye c on ´ exito la eve aluaci´ on del

objetivo mostr ado en el Ejemplo 14.1.4 es:

L a derivaci´ on de estr e chamiento no r estringida

de mayor longitud (y que obtiene una r espuesta menos gener al) no se pr o duc e.

e cuaci´ on

240

consideraremos sistemas de reescritura basados en constructore s (SR

T BCs). El si-

guiente resultado es auxiliar.

= (Σ )

(Σ )

Por tanto, al traba jar con SR

T BCs, las sustituciones computadas en cada paso y la

comp osici´ on de ´ estas para formar la sustituci´ on computada aso ciada a una deriv aci´ on

de estrechamiento, son sustituciones normalizadas. Ahora presentamos el resultado

principal de esta secci´ on.

= (Σ ) = ( )

(Σ ) ( )

[ [ ( )] ]

. La parte es inmediata puesto que y se tiene = . Para

la parte , p or el Lema 14.1.6 y el T eorema 14.1.5 (tomando = , =

y considerando que, debido a que = , tenemos = y p or tanto ( ) = ),

obtenemos ( ) . Por el T eorema 11.1.4, ( ) ( ) .

Finalmente, p or el T eorema 14.1.5, ( ) y [

[ ( )] ].

Como consecuenc ia del T eorema 14.1.7, el obtiene soluciones m´ as generales que

el estrechamiento no restringido, sin ṕ erdida de completitud (cuando consideramos

deriv aciones de ´ exito que llev an a t́ erminos constructores) .

esc

Al p ermitir instanciar las v ariables de una expresi´ on, el mecanismo de estrechamiento

puede emplearse para resolver ecuaciones si p o demos conseguir que dicha ecuaci´ on

sea ev aluada (tras instanciar las v ariables convenientemente) al v alor . Una

es una expresi´ on donde y son t́ erminos. Definiendo el s ´ ımb olo

como un s ´ ımb olo de op eraci´ on binario (una funci´ on b o oleana) las ecuaciones pueden

interpretarse tambí en (y tratarse) como t́ erminos. Por tanto, to das las no ciones sobre

erminos tales como la de o currencia, subt́ ermino, sustituci´ on, estrechamiento, etc.

ser´ an empleadas tambí en con ecuaciones.

1 1 1 1

≈

≈

≈ ≈

≈ ≈ ≈ ≈

≈

≈ ≈

Ejemplo 14.1.9

≈ ≈ ≈

≈

≈

S

S

S S

B

R

≈ ≈

R S

B

B

R S

B

R S

S

B ⊥

B

R R

≈ k k k k

com

com

com com

com com com com

com

com true

true

true

true

true

true

if(and(x,false),y+s(0),0) 0

if(and(x,false),y+s(0),0) 0

≈

R C ⊎ F ≈

S C ⊎ { } ⊎ {≈ ∧}

{ ≈ → | ∈ C } ∪

{ ≈ → ≈ ∧ · · · ∧ ≈ | ∈ C } ∪

{ ∧ → }

∧

S

∈ C }

∧ { } ≈ { }

R C ⊎ F

B ⊆ C

⊑ R ∪ {∧ ≈} ∪

⊔ ⊔ ⊔ ⊑ ⊔

B { }

R

≈

≈ σ

t s σ t σ s

, R

, , S S

S c c c ar c

c x , . . . , x c y , . . . , y x y x y c , k >

x x

μ

μ c c ,

μ μ ,

, R , R

μ

μ μ , , R S

μ μ μ μ μ μ μ μ

μ μ μ

e

μ μ μ μ igualdad estricta

BABEL K-LEAF

soluci´ on

igualdad estricta

esc

Consider emos el SR

T del Ejemplo 14.1.4 y la e cuaci´ on

Obtenemos

241

Si no nos limitam os a SR

Ts terminantes (la situaci´ on habitual al traba jar con

lengua jes l´ ogico-funcionales con sem´ antica op eracional p erezosa) es p osible que no

existan formas normales para algunos t́ erminos. Por tanto, la v alidez de una ecuaci´ on

se define resp ecto a la sobre t́ erminos. Esto es as ´ ı, p or ejemplo,

en lengua jes l´ ogico-funcionales p erezosos como [MR92

], [GLMP91 ],

etc., y constituye la elecci´ on m´ as adecuada en presencia de estructuras de datos

y computaciones infinitas. Por tanto, una sustituci´ on es una para una

ecuaci´ on si y s´ olo si ( ) y ( ) son reducibles al mismo t́ ermino constructor

b´ asico. Dado un SR

T BC = ( ), la op eraci´ on viene definida p or el SR T

= ( ), donde es:

= and ( ) = 0

( ) ( ) 0

donde se utiliza como un s ´ ımb olo aso ciativo p or la derecha. Estas son las reglas

que definen la para la signatura. A ~ nadiendo estas reglas al SR T,

p o demos resolver ecuaciones estrechando ´ estas hasta alcanzar el v alor .

El SR

T es lineal p or la izquierda y es:

( ) = Ø para to do

( ) = 1 y ( ) = 1 2

Por tanto, dado un SR

T BC lineal p or la izquierda = (Σ ) = ( ), un

sub conjunto de s ´ ımb olos constructores , y una funci´ on de reemplazamiento

tal que , es obvio que, siendo = (Σ ), tambí en tenemos

que

= =

Por tanto, simplemente necesitamos a ~ nadir a para garantizar que puede

emplearse para resolver ecuaciones mediante el .

Es interesante observ ar que, en lo que resp ecta a las tareas de resoluci´ on de ecua-

ciones, puesto que cualquier deriv aci´ on de estrechamiento de un ob jetivo ecuacional

que culmine con la obtenci´ on de un v alor, s´ olo puede computar el v alor , es

decir, = , trivialmente tenemos que = y

, p or tanto, = , es

decir, es suficiente con emplear la funci´ on de reemplazamiento can´ onica de .

1 1

→

→

{ }

{ }

⊏

⊏

⊏

⊏

⊏

⊏ x true

x false

t s t s l r

t , s i n

l , r μ

μ

ϵ

μ

ϵ

μ

μ

ϵ

μ

ϵ

n n

i i

14.2 SR

Ts condicionales

≈

≈

≈

≈

≈

{ → } { → }

∧ · · · ∧ ⇒

≤ ≤

´

if(false,y+s(0),0) 0

0 0

true

if(and(x,false),y+s(0),0) 0

if(false,y+s(0),0) 0

0 0

true

x true x false

y y tambí en

A dví ertase que y son las soluciones m´ as gener ales de la e cua-

ci´ on inicial. El estr e chamiento no r estringido iniciar ´ ıa el c´ omputo de un n ´ umer o

infinito de soluciones c orr esp ondientes a instanciaciones in ´ utiles de la variable .

c ondiciones

te or ´ ıas e cuacionales c ondicionales

sistemas de r e escritur a c ondicionales

242

En los lengua jes de programaci´ on cuyos programas constan de conjuntos de ecuaciones

(y son teor ´ ıas ecuacionales desde el punto de vista l´ ogico), resulta de inteŕ es restringir

la satisfacci´ on de cada ecuaci´ on hací endola dep ender de ciertas . Dichas

condiciones pueden expresarse mediante predicados arbitrarios (ver [DO90]) p ero es

m´ as com ´ un emplear (conjunciones de) otras ecuaciones para ello. Esto da lugar

a , constituidas p or f´ ormulas condicionales de la

forma:

= = =

y donde se asume que las v ariables participantes en los t́ erminos para 1

y est´ an cuantificadas universalmente [BK86, Kap84, Klo92].

De forma similar a como los SR

Ts sirven para implementar los c´ omputos con

teor ´ ıas ecuacionales, la implementaci´ on de teor ´ ıas ecuacionales condicionales pue-

de efectuarse mediante (SR

TCs). De forma

an´ aloga a como la reescritura o el estrechamiento se emplean como mecanismos op e-

racionales en tareas de deducci´ on autom´ atica y resoluci´ on de ecuaciones con SR Ts,

resp ect iv amente, tanto la reescr itura como el estrechamiento han sido extendidos al

caso condicional y empleados en programaci´ on con SR

TCs [DOS88, DO90, DOS88,

DP88, DS87, H¨ ol89, Kap84]

El estudio de los SR

TCs resulta ser sustancialmente m´ as complejo que en el caso

incondicional (SR

Ts). Como ejemplo, baste se ~ nalar que ni siquiera es decidible, en el

caso general, si un t́ ermino se encuentra o no en forma normal. Esto se deb e a que, a

diferencia del caso incondicional, la presencia de un redex en un t́ ermino no implica

que ´ este sea reducible dado que esto ´ ultimo dep ender´ a, tal como veremos en seguida,

2

⇒

2

1 1 n n

u

u

14.2. SR

TS CONDICIONALES

→ ⇐

→ ⇐ ∧ · · · ∧

≥ ∉

→ R

R R

→

→ ⇐

R

→ ⇐ →

R ∈ T

→ ∈

→ ⇐ |

Observ aci´ on 14.2.1 (V ariables extra en los SR

TCs)

Definicí on 14.2.2 l r c c

l r t s t s

n l V n

l r , R R

R

l r

l r c

V ar l

r

c

l r c

, R t, s , V t

s u t s σ , V

l r c t σ l s t σ r σ c

σ

Esta notaci´ on con la conectiv a ‘ ’ invertida es la m´ as utilizada en la actualidad [Klo92].

243

de que se satisfagan o no las condiciones aso ciadas a la regla que determina el redex

[DOS88, Kap84].

Una regla de reescr itura condicional es de la forma donde se denomina

la de la regla. Con m´ as detalle p o demos escribir:

= =

para 0. Deb e cumplirse que . Cuando = 0 escribiremos simplemente

. Un SR

TC = (Σ ) consta de un conjunto de reglas condicionales . A

cada SR

TC le aso ciamos el SR

T que se obtiene a partir de las reglas

en eliminando la parte condicional de ´ estas.

( )

1

2

3

4

1 2

Para definir la relaci´ on de reescritura aso ciada a un SR

TC hay que decidirse p or una

de las muchas no ciones existentes de de una restricci´ on. T al como apunta

[DOS88], una vez decidido qú e se entiende p or satisfacci´ on de la parte condicional

de una regla , se define la relaci´ on de reescritura condicional en un paso

como sigue.

= (Σ ) (Σ )

(Σ )

= ( ) = [ ( )] ( ) cumple el criterio de

satisfacci´ on establecido

En [DOS88b] se denomina a to da sustituci´ on que determina un

redex de una regla condicional y tambí en satisface las condiciones de dicha regla.

p arte c ondicional

subyac ente

Con r elaci´ on a las r estric-

ciones habituales ac er c a de la o curr encia de variables extr a en el c omp onente

de una r e gla de r e escritur a, y dado que ahor a hay que tener en cuenta la p arte c on-

dicional, se ha estudiado el c omp ortamiento de los c´ omputos tanto de la r e escritur a

c omo del estr e chamiento r e alizados r esp e cto a SR

TCs sujetos a distintas formas de

limitar la pr esencia de variables extr a [BK86, DO90, Han95b , MH94 , SMI95 ]. En el

c ontexto de los SR

TCs l lamamos variables extr a de una r e gla c ondicional

a aqú el las que no se encuentr an en . De acuer do c on [MH94, SMI95 ], se dis-

tinguen cuatr o clases de SR

TCs: los de tip o donde no se admiten variables extr a en

absoluto, los de tip o donde se admiten variables extr a en la p arte c ondicional, los

de tip o donde se ac epta que c ontenga variables extr a siempr e que o curr an tambí en

en la p arte c ondicional y los de tip o donde no hay limitaci´ on alguna. L a mayor

p arte de los tr ab ajos sobr e SR

TCs se r efier en a los tip os y , aunque r e cientemente

han ap ar e cido algunos tr ab ajos imp ortantes que estudian pr opie dades de los SR TCs

de tip o 3 [Han95b , SMI95 ].

satisfac ci´ on

Se a un SR

TC y . De cimos que se r e-

escrib e a (a la o curr encia ), escrito , si existe una sustituci´ on Subst

y una r e gla tales que , y

.

sustituci´ on factible

∗

∗

1 1

1 1

1

!

1

!

!

´

i i i

i

n n

i i

i i

i i

n n

i i i

u

i i i

n n

u

↔

→ ⇐ ∧ · · · ∧

↓

→ ⇐ ↓ ∧ · · · ∧ ↓

≤ ≤

R

→

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ →

→

R t s σ σ t

σ s

l r t s t s

t s

σ t σ s

σ t σ s

l r t s t s

t s i i n s

σ t σ s s

l r t s t s

t s t

s

Observ aci´ on 14.2.3 (Criterios de satisfacci´ on condicional para SR

TCs) Nos

inter esan aqu ´ ı los siguientes tip os de SR

TCs, se g ´ un el criterio adoptado p ar a satisfac er

las c ondiciones [DOS88]:

1. : Par a estable c er si se satisfac e una c ondici´ on elemen-

tal (p ar a una determinada sustituci´ on ), se c omprueb a si

. L a notaci´ on emple ada p ar a las r e glas de estos SR

TCs es la b´ asic a:

2. ( o ): L a sem´ antic a de las e cuaciones

pr esentes en las c ondiciones se estable c e c omo c onver gencia ( )

de las instancias c orr esp ondientes y a un r e ducto c om ´ un, es de cir:

. L a notaci´ on emple ada es:

3. : Son un c aso esp e cial de SR

TCs est´ andar donde to das las

c ondiciones p ar a , verific an que es una forma normal b´ asic a

(r esp e cto al SR

T subyac ente ). Por tanto, la sem´ antic a p ar a las instancias de

las c ondiciones dada p or c onver gencia de instancias se c onvierte simplemente

en r e duc ci´ on a la forma normal c orr esp ondiente, es de cir: .

L a notaci´ on emple ada es:

donde indic a la r e duc ci´ on de hasta alc anzar una forma normal b´ asic a

(r esp e cto a ).

244

De acuerdo con el criterio de satisfacci´ on de la parte condicional de las reglas del

TC, se puede establecer una nuev a taxonom ´ ıa de SR

TCs que incluso determina

una notaci´ on distinta para expresar las reglas del SR

TC (ver [BK86, Kap84] y sobre

to do [DOS88, DO90]).

SR TCs semi ecuacionales

= ( )

( )

= =

SR TCs est´ andar standard join CTRS’s

= joinability

( ) ( )

( ) ( )

SR TCs normales

= 1

( ) ( ) =

Despú es de examinar algunos de los criterios usuales para determinar la satisfacci´ on de

la parte condicional de una regla de reescritura (Observ aci´ on 14.2.3), p o demos obser-

v ar que la Definici´ on 14.2.2 encubre una forma de descrip ci´ on ‘circular’ de la relaci´ on

de reescritura condicional puesto que emplea la propia relaci´ on que se est´ a definien-

do. Por este motiv o se emplea una definici´ on inductiv a equiv alente de la relaci´ on.

Dado que nuestro inteŕ es se centra en los SR

TCs normales, adecuaremos la definici´ on

a este criterio concreto de satisfacci´ on condicional; para otros criterios tendremos

definiciones similares.

n

n

∗

R

R R

R

∗

R

∗

∗

0

+1

!

1

!

1

!

!

Σ

1

!

1

!

n n

n

n n i

i i i

n n

u μ

i i

14.2.1 Reescritura condicional sensible al con texto

R

R ≥

{ → | → ⇐ ∈ → → }

R ∈ T

→ →

→

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ → { | ≤ ≤ }

→

≤ ≤ →

→ →

R ∈ ∈ T

→

∈

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ →

| ∈ → ≤ ≤

→ →

→ → on 14.2.4

T eorema 14.2.5

Observ aci´ on 14.2.6

Definicí on 14.2.7

, R

, R n

R

R σ l σ r l r c R σ t s t s c

, R t, s , V

t s n t s

t s

l r t s t s max m i n

m t s

i n t s

, R μ M t , V

t μ s u t s

σ , V

l r t s t s

t σ l u O t s t σ r σ t s i i n

t s t s

Se a un SR

TC normal. Definimos inductivamente los

SR Ts p ar a c omo sigue:

y p ar a to da en

Se a un SR

TC normal y . Entonc es,

si y s´ olo si existe un tal que .

pr ofundidad

Aunque pudier a p ensarse que la r estric ci´ on a SR

TCs normales

es exc esiva, Dershowitz y Okada demostr ar on que cualquier SR

TC est´ andar pue de ser

simulado p or un SR

TC normal [DO90 ] (aunque c on ṕ er dida de la line alidad p or la

izquier da).

rsc

c ondicional

r csc

Se a un SR

TC, y . De cimos

que se -r e escrib e a (a la o curr encia ), escrito , si existe una sustituci´ on

Subst y una r e gla

tales que , , y p ar a to do , .

r csc

r csc

245

= (Σ )

= (Σ ) 0

= Ø

= ( ) ( ) ( )

La relaci´ on existente entre las Definiciones 14.2.2 y 14.2.4 es la siguiente (ver [Kap84,

BK86])

= (Σ ) (Σ )

De acuerdo con [DOS88], definimos la de un paso de reducci´ on

como sigue: la profundidad de un paso incondicional es 0; la profundidad de un paso

que emplea una regla es 1 + ( 1 ),

donde es la profundidad de la deriv aci´ on que satisface la restricci´ on

para 1 . La profundidad de una deriv aci´ on es el m´ axim o de las

profundidades de sus deriv aciones en un paso.

Ahora estamos en condiciones de aplicar los cono cimientos adquiridos sobre para

extender ´ esta a SR

TCs. La definici´ on de la reescritura sensible al con-

texto ( ) es la obvia, empleando en lugar de . T am bí en particularizamos la

definici´ on a los SR

TCs normales.

= (Σ ) (Σ )

(Σ )

= ( ) ( ) = [ ( )] ( ) 1

Y tenemos una definici´ on inductiv a an´ aloga a la Definici´ on 14.2.4 para la (em-

pleando en lugar de ). La definici´ on de profundidad de un paso de reducci´ on

y de una deriv aci´ on es an´ aloga al caso no restringido. Para la

tenemos un resultado an´ alogo al T eorema 14.2.5.

□

u

u

u

u

u

{ | ≤ ≤ }

U

n

n

            n n n

U

U U

U

U

U U U

1

+1 1+ ( 1 ) n

n

i

p p max n

i i n

Demostraci ´ on

R R

R

R R

R

∗

R

∗

R

R R R

R R

´

μ μ

μ

μ μ

μ

n n u μ

i

μ i i

i i

i i i

μ μ

n n p α

α

α n p

α n p

α

Σ

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) 1

!

1

!

( )

( ) ( )

( )

1

!

1

!

1

1 1

1 1

R ∈ ∈ T

→ →

→

→ →

→ → ⇐ → ∧

· · · ∧ → | ∈

→ ≤ ≤

{ | ≤ ≤ } ≤ ≤

→ ≤ ≤

→ ⊆ → →

↓ ⊆↓

R ∪ S R ∪ S R

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ → ≥ { }

→

→

R R ∪

{ | ∈ }

T eorema 14.2.8

Definicí on 14.2.9 (F unci´ on de descomp osici´ on )

Definicí on 14.2.10 (F unci´ on de descomp osici´ on )

, R μ M t, s , V

t s n t s

m t s m

t s t s m >

t s l r t s

t s σ t σ l u O t

σ t s m i i n

m max m i n m > m i i n

n t s i n

p t s

P

P

α

l r t s t s n V ar l x , . . . , x

α ar n p α

l t , . . . , t , x , . . . , x

s , . . . , s , x , . . . , x r

, R , R

α R

TC normal, y .

Entonc es, si y s´ olo si existe un tal que .

rsc

unr aveling

ultr apr opie dad ultr a

Una funci´ on de desc om-

p osici´ on es una funci´ on c omputable de SR

TCs a SR

Ts tal que

1.

2. si es un SR T.

Dada una r e gla

c on , y un s ´ ımb olo

nuevo aso ciado a la r e gla y cuya aridad es , el r esultado de

es:

246

= (Σ ) (Σ )

. Por inducci´ on en la profundidad de . Si = 0 es

inmediato, puesto que incondicionalmente, luego . Si 0,

entonces si y s´ olo si existe una regla condicional

y una sustituci´ on tales que = ( ) para ( ) y existen

deriv aciones ( ) de profundidad para cada , 1 , de forma que

= 1 + ( 1 ). Siendo para to do , 1 , p or la

hip´ otesis de inducci´ on, existen tales que para 1 . Puesto que,

para to do , , tenemos que .

En el caso de los SR

TCs normales, el T eorema 12.1.4 nos p ermite establecer condicio-

nes para emplear exclusiv amente la manteniendo un m ´ ınim o grado de completitud

en los c´ omputos. En lugar de demostrarlo directamente para cada caso (formas es-

tables, v alores, etc.) emplearemos las funciones de descomp osici´ on ( ) de

Marchiori [Mar96]. Mediante estas funciones p o demos aso ciar un SR

T a un SR TC

determinado de mo do que es p osible reflejar ciertas propiedades de los SR

Ts en los

SR TCs corresp ondientes . Una propiedad de un SR

T se traslada mediante una fun-

ci´ on de descomp osici´ on a una - del SR

TC cuya transformaci´ on

genera el SR

T en cuesti´ on.

[Mar96]

( ) = ( )

En el caso de los SR

TCs normales, existe una funci´ on de descomp osici´ on con propie-

dades muy interesantes.

[Mar96] :

1 ( ) =

( ) = + ( )

( )

( )

Al aplicar sobre un SR

TC = (Σ ), obtenemos un SR

T ( ) = (Σ Υ ( ))

donde

Υ = i

□

Υ

Υ

′

′

                                                                         u

u

U

U

U

U n

n

U

n

U

                                        n

n

n

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

∗

R

∗

R

≤ ≤

R

∈

R R R

R R

′ ∗

R

∗

R ⊔

∗

R

R

′ ∗

R

R

′ ∗

R ⊔

R

′

( )

1

!

1

!

1

Υ

Υ

+

( )

( )

Υ

Υ

Σ

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

∈

R

R

R

∈ T → →

R

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ →

⊔

⊔

R ∈

R

⊔ ⊔

R

R R ∈ ∈ T →

→

→

→ → → →

→

∈ → ∈ | n n

α i n s

nor

α R α

α

n α

α

com com nor

com nor

μ

μ μ

μ

μ

μ μ

μ μ

μ

μ

u α R

, R

t, s , V t s t s

, R

α l r t s t s

μ μ

μ μ

, R α R

μ

μ

n α

α

, R

μ μ μ μ

μ μ μ

, R

μ M t, s , V t s

t s

q t s q q >

t t s t t t s

m t t m

u O t l r R t σ l

T eorema 14.2.11

Definicí on 14.2.12 (F unci´ on de reemplazamien to normal)

Definicí on 14.2.13

Prop osicí on 14.2.14

T eorema 14.2.15

Se a un SR

TC normal, de tip o y line al p or

la izquier da. Se an . Entonc es, si y s´ olo si .

r csc

Se a un

SR TC normal. Dada una r e gla , se define

y, aso ciada al SR

TC, la

Se a un SR

TC. Dada una r e gla , se define la

funci´ on de r e emplazamiento c omo sigue:

siendo c omo en la Definici´ on 14.2.9 y el n ´ umer o de e cuaciones de que c onsta

la p arte c ondicional de .

Si es un SR

TC normal, entonc es

Se a un SR

TC normal, de tip o y line al p or la iz-

quier da y . Se a y . Entonc es, si y s´ olo

si .

solo si

247

recoge los nuevos s ´ ımb olos intro ducidos para cada regla condicional .

La funci´ on preserv a la linealidad p or la izquierda del SR

TC, es decir, si es

lineal p or la izquierda, ( ) tambí en lo es [Mar96]. La otra propiedad relev ante de

esta funci´ on de descomp osici´ on viene expresada p or el siguiente teorema.

[Mar96] = (Σ ) 1

(Σ )

Empleando este teorema p o demos demostrar con facilidad v arios resultados sobre la

completitud de la . Previamente necesitamos las siguientes definiciones.

= (Σ )

:

=

funci´ on de reemplazamiento normal

=

= (Σ )

( ) = I N

( )

= (Σ )

=

. Inmediata empleando las definiciones de , y y la

transformaci´ on .

= (Σ ) 1

= ( ) (Σ )

. Demostramos la parte de la doble implicaci´ on p or inducci´ on

en la longitud de la deriv aci´ on . Si = 0, es inmediato. Si 0, sea

. Demostramos que si entonces p or

inducci´ on en la profundidad de un paso . Si = 0, entonces existe

una o currencia ( ), y una regla incondicional tal que = ( ) n

n

U

U

□

□ com u

u

u

u

u

u u

                                                                    u

Υ

Υ

Υ

Υ

Υ

Υ

Υ

Υ

Υ

Demostraci ´ on

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′ ′

R

′

T eorema 14.2.16

´

( )

!

1

!

1

!

( )

( )

( ) 1 1

( ) 1 1

Υ

+

1 1

( )

1 1

1 1

( )

1 1

1 1 ( )

Υ

( )

Σ

( )

( )

( )

′

R ⊔

∗

R

∗

R ⊔

R ⊔

R ⊔

∗

R ⊔

∗

R ⊔

R ⊔

⊔

∗

R ⊔

R R

∗

R

′

′ ∗

R

′

B

R R

∗

R

∗

R

′

∗

R

∗

R

∗

R

∗

R

′

→ R R

→

→

→ ⇐ → ∧ · · · ∧ → →

≤ ≤

→ ≤ ≤

→

→

→

→

→

∈ ⊑ ⊔ ∈

→

R C ⊎ F

B ⊆ C ∈ ∈ T ∈ T B

⊔ ⊑ ∈ C →

→

⊔ ⊑ → →

R R

→ →

→ → u

μ μ

i i

n n i

μ i

i

μ μ i

μ μ α n p

μ μ α n p

α

n

α n p

μ μ α n p

α n p

μ μ α n p

α n p μ μ

μ μ μ

μ μ

com nor

μ

nor

μ

μ

Se a un SR

TC normal, de tip o y line al

p or la izquier da. Se a , , y .

1. Si y p ar a alg ´ un y , entonc es existe un

tal que y .

2. Si , entonc es si y s´ olo si .

s t σ r l r

t s

m > t s c

α l r t s t s σ t σ s

m i n

σ t σ s i n

σ l σ t , . . . , t , x , . . . , x ,

σ l σ t , . . . , σ t , σ x , . . . , σ x .

μ

σ t , . . . , σ t , σ x , . . . , σ x

σ s , . . . , σ s , σ x , . . . , σ x ,

σ t , . . . , σ t , σ x , . . . , σ x σ s , . . . , s , x , . . . , x

σ s , . . . , s , x , . . . , x σ r .

u O t μ μ μ u O t

t s

, R , R

μ M t, s , V δ , V

μ μ μ s c s c t s s

r oot s c t s

μ μ μ t δ t δ

t s t s

t s t s

248

y = [ ( )] . Por la Definici´ on 14.2.9, es una regla de = ( ), luego

Si 0, entonces, para to da ecuaci´ on de la parte condicional de la

regla : aplicada, tenemos que ( ) ( )

es una deriv aci´ on de profundidad menor que para to do 1 . Por la hip´ otesis

de inducci´ on, ( ) ( ) para to do 1 . Por la Definici´ on 14.2.10,

( ) ( ( ))

es decir,

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

Dado que ( ) = I

N , p or la Prop osici´ on 3.3.6, tenemos que

( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ) ( ))

es decir,

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ))

y , de nuevo p or la Definici´ on 14.2.9,

( ( )) ( )

Dado que ( ), y , tenemos que ( ) y

, empleando la

Prop osici´ on 3.3.6, concluimos que .

La demostraci´ on en el sentido contrario seguir ´ ıa un razonamiento similar.

El siguiente teorema p ermite extender los resultados sobre completitud para re-

escritura incondicional obtenidos en los cap ´ ıtulos anteriores al caso de la reescritura

condicional.

= (Σ ) = ( ) 1

(Σ ) ( )

= ( ~ )

( ) =

. Sea = ( ).

1. Por el T eorema 14.2.11, si y s´ olo si . Por el T eorema 11.1.2,

si y s´ olo si . Por la Prop osici´ on 14.2.14 y el T eorema

14.2.15 concluimos el resultado deseado.

2. Similar a la anterior empleando el T eorema 11.1.4.

14.3 T

14.3. TRABAJOS RELACIONADOS

rsc

c ontext-sensitive AC-r ewriting

rsc

249

La extensi´ on de la al marco de la reescritura m´ odulo una teor ´ ıa cuya signatura

incluye algunos s ´ ımb olos de funci´ on que p oseen la propiedad aso ciativ a o conmutativ a

(teor ´ ıas AC) ha sido realizada p or F erreira y Rib eiro [FR98

]. Adem´ as de plantear la

citada extensi´ on ( ), en [FR98

] se analiza la terminaci´ on

de la relaci´ on de reescr itura sensible al contexto m´ odulo una teor ´ ıa AC. La t́ ecnica

empleada es, a su vez, una extensi´ on del traba jo de Zantema sobre terminaci´ on de la

[Zan97].

´ ıtulo 15

l´ ogic o descriptivo

pr opie dades

clases

algebr aic o

rsc

Un m arco para el ań alisis de

restricciones de

reemplazam ien to sin t́ acticas

La restricci´ on en los reemplazamientos expresada p or las restricciones sensibles al

contexto constituyen un caso particular de lo que venimos llamando restricci´ on de

reemplazamiento sint´ actica.

En la Secci´ on 15.1 prop onemos un marco para expresar restricciones de reempla-

zamiento sint´ acticas generales. Desligamos la definici´ on de la restricci´ on de reem-

plazamiento de los s ´ ımb olos particulares que aparecen en los t́ erminos y centramos

nuestra atenci´ on en los t́ erminos en s ´ ı, sin atender a su estructura interna.

Con el fin de analizar las propiedades de una restricci´ on de reemplazamiento,

prop onemos un marco de an´ alisis que consta de dos comp onentes fundamentales:

l´ ogico y algebraico.

En la Secci´ on 15.2 presentamos el comp onente o en el que pro-

p onemos un conjunto de que una restricci´ on de reemplazamiento (o un

conjunto de ellas) puede o no cumplir. Dichas propiedades p ermiten caracterizar

de restricciones de reemplazamiento (en lugar de restricciones individuales).

En la Secci´ on 15.3 describimos el comp onente , que nos p ermite relacio-

nar, comparar y combinar restricciones de reemplazamiento entre s ´ ı. Este comp onente

p ermite aprovechar los resultados establecidos para la puesto que ´ esta no es m´ as

que un caso particular del marco aqu ´ ı estudiado.

En la Secci´ on 15.4 empleamos el marco de an´ alisis esb ozado para establecer con-

diciones que aseguren la terminaci´ on, confluencia y completitud de la reescr itura

restringida.

251

R

R R

R R

( )

( ) ( ) γ

γ

γ

γ γ

γ

u

γ u

γ

u

γ γ γ

T → P

∈ T ⊆

\

{ ∈ T → P | ⊆ }

R

∈ →

R

∈ ∈ T

→ → ∈

→ → → →

R

15.1 Restricciones de reemplazam ien to en reescri-

tura

CAP ´ ıTULO 15. RESTRICCIONES DE REEMPLAZAMIENTO GENERALES

γ , V t O t

t , V O t O t

O t

γ t γ

t O t O t O t γ

t

γ , V O t O t

, R

γ

, R

γ t , V γ s

t s t s u O t

t s t s

γ

γ γ

γ γ

Definicí on 15.1.1 (Restricci´ on de reemplazamien to sint́ actica)

Definicí on 15.1.2 (Relaci´ on de reescritura restringida)

Observ aci´ on 15.1.3

252

A continuaci´ on, intro ducimos lo que entendemos p or

sint´ actica.

: (Σ ) ( ) ( )

restricci´ on de reemplazamiento sint´ actica restricci´ on de re-

emplazamiento (Σ ) ( ) ( )

Al conjunto ( ), resultado de la aplicaci´ on de una restricci´ on de reemplazamien-

to sobre un t́ ermino lo denominamos “conjunto de

de ”. De forma similar, ( ) = ( ) ( ) es el conjunto de o currencias no -

reemplazantes de .

El conjunto de restricciones de reemplazamiento definibles para una determinada

signatura Σ es

Γ(Σ) = (Σ ) ( ) ( ) ( )

o simplemente Γ, cuando no haya confusi´ on resp ect o a la signatura subyacente.

Dado un SR

TE = (Σ ), p o demos emplear una restricci´ on de reemplazamiento

Γ(Σ) para restringir la relaci´ on de reescritura .

= (Σ )

Γ(Σ) (Σ )

( )

Como es habitual, abreviaremos como , e incluso , si esto

no da lugar a confusi´ on.

redex

Dada una restricci´ on de reemplazamiento y un SR

TE , llamaremos -redex a

to do redex -reemplazante. El conjunto de o currencias de -redexes de un t́ ermino r estric ci´ on de r e emplazamiento

Una funci´ on

Oc c cuya aplic aci´ on a un t́ ermino denotamos c omo es

una (o simplemente una

) si, p ar a to do , .

o curr encias -r e emplazantes

Oc c

Se a un

SR TE y . Un t́ ermino es -r e escrito al t́ ermino y se de-

nota c omo si y .

Al c onsider ar una r estric ci´ on de r e emplazamiento el c on-

c epto de no r esulta ser tan ‘op er acional’ c omo en el c aso de la r e escritur a

no r estringida. L a c ar acterizaci´ on de un subt́ ermino c omo un r e dex (r esp e cto a un

SR TE) dep ende exclusivamente de las p artes izquier das del SR

TE en cuesti´ on. Ahor a

bien, la pr opie dad m´ as inter esante de un subt́ ermino que c alific amos c omo un r e dex

es que pue de ser r e ducido me diante la(s) c orr esp ondiente(s) r e gla(s) del SR TE.

Al c onsider ar una r estric ci´ on de r e emplazamiento, esta pr opie dad deja de verifi-

c arse y p asa a dep ender de que la o curr encia donde el r e dex est´ a situado p ertenezc a

al c onjunto de o curr encias r e emplazantes del t́ ermino donde el r e dex se encuentr a.

Ω

+ + · · ·

Ω

Ω

Ω

Ω

R

R

R

R γ

γ γ

γ

γ

u

Notaci´ on 15.2.1

∩

⊆

∈

∩ · · · ∩

∈ T ∈ ∈ I

∈

PROP

PROP

PROP1 PROPn

PROP1 PROPn

ROOT

O t O t O t γ O t

γ O t

γ

γ

. . .

. . .

γ

t , V u O t u t

γ

γ

γ

PROP PROP

PROP

PROP1 PROPn PROP1 PROPn

ROOT

15.2. DESCRIPCI

´

ON DE RESTRICCIONES DE REEMPLAZAMIENTO

15.2 Descrip ci´ on de restricciones de reemplazam ien-

to

15.2.1 Justificaci´ on de las propiedades b´ asicas escogidas clases

pr opie dades

Dadas las pr opie dades , , , el c onjunto

r e ´ une to das las r estric ciones que satisfac en las pr opie dades , , si-

mult´ ane amente.

253

es ( ) = ( ) ( ). Un t́ ermino se encuentra en forma -normal si ( ) = Ø

y es -reducible si ( ) = Ø.

Para p o der realizar un estudio descriptivo de las restricciones de reemplazamiento,

deb emos plantearnos c´ omo identificar ´ estas a distintos niveles de abstracci´ on. T ratar

de describir las restricciones a un nivel de abstracci´ on elev ado (cono ciendo p o cas

cosas acerca de su definici´ on concreta) p ermite aislar las propiedades abstractas que

condicionan los resultados te´ oricos y pr´ acticos de inteŕ es, y ofrece la p osibilidad de

establecer dichos resultados de forma m´ as general.

Con este fin, caracterizamos de restricciones de reemplazamiento que com-

parten comunes.

Po demos identificar una propiedad acerca de restricciones de reeplazamiento

como un sub conjunto Γ de Γ, es decir, Γ Γ. Diremos que tiene la

propiedad si Γ .

Γ = Γ Γ

En la Figura 15.1, prop onemos una lista de propiedades b´ asicas que empleamos para

caracterizar conjuntos de restricciones de reemplazamiento.

Para motiv ar las propiedades escogidas, nos ap oyaremos tanto en la carga intuitiv a

propia de algunas de ellas como en ciertas propiedades de los ´ ındices fuertemente

secuenciales. Dado un SR

TE cualquiera, p o demos definir una restricci´ on de reempla-

zamiento basada en el c´ alculo de las o currencias ´ ındice de cada t́ ermino.

Para to do (Σ ), ( ) si y s´ olo si ( [Ω] ).

Utilizaremos para motiv ar el conjunto de propiedades escogido.

La propiedad se satisface de forma inmediata p or la definici´ on dada para .

Por tanto, Γ .

τ

Ω

Ω

DECOMP

DOWN

COMP

Observ aci´ on 15.2.2 γ

γ

u γ

u

γ

u γ

γ

u γ

u γ

γ

u γ γ

u

γ γ

v

γ

u γ

u

γ γ

γ γ

γ

γ

u

τ

γ

u

τ τ

∈ T ∈

∈

∈ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈ ∧ ∈

∈ ∧ ∈ ⇒ ∈

∀ ∈ ∈ ‖ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈

∈

∈

≤

∈

∈

∈

´

ROOT

DOWN

SUBTERM

DECOMP

DECOMP DOWN+SUBTERM

COMP

CONTEXT

REPL

SUBST

SUBST

DOWN SUBTERM

DECOMP

COMP

COMP

COMP

C , t, s , V σ , V

ϵ O t

u.v O C t u O C t

u.v O C t v O t

u.v O C t u O C t v O t ,

,

u O C t v O t u.v O C t

u O C , v O C u v u O C t

u O C t u O C s

u O t u O σ t

u O t u O σ t

γ

γ O t

O t ,

t

u O t

v s

u t u.v t s

γ

γ

u O t u t

γ γ

Subst

Es inter esante notar que si , esto implic a que

es un en el or den . Esta pr opie dad r esulta ´ util a la hor a de

implementar sistemas que inc orp or en este tip o de r estric ciones: al insp e c cionar un

t́ ermino a la b ´ usque da de un r e dex (r e emplazante), si enc ontr amos una o curr encia

no r e emplazante , p o demos detener la b ´ usque da de otr os r e dexes situados

p or deb ajo de ´ este, puesto que no ser´ an r e emplazantes.

tr ansitividad

tr ansitivo

lo c almente

no

254

Sean (Σ ) y (Σ ) cuantificados universalmente:

( )

( [ ] ) ( [ ] )

( [ ] ) ( )

( [ ] )) ( ( [ ] ) ( )) es decir

=

( ( [ ] ) ( )) ( [ ] )

( ) ( ) ( ( [ ] ))

( [ ] ) ( [ ] )

( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

Figura 15.1: Un conjunto de propiedades b´ asicas

Las definiciones de y se inspiran en la Prop osici´ on 2.5.17. Am-

bas propiedades son una descrip ci´ on detallada de , que es la propiedad de los

´ ındices fuertemente secuenciales expresada p or la Prop osici´ on 2.5.17(1). Por tanto,

Γ .

Γ ( )

cono invertido ( ( ) )

( )

La propiedad est´ a relacionada con la de los ´ ındices [Klo92

, KM91,

TSEP93]. Un ´ ındice en un t́ ermino se denomina si, para cualquier

otro ´ ındice en un t́ ermino , tenemos que es un ´ ındice en [ ] [TSEP93]. La

transitividad parece esencial para implementar estrategias de reducci´ on (de ´ ındices)

de forma eficiente. T ras efectuar el reemplazamiento de un redex situado sobre un

´ ındice, la transitividad p osibilita reanudar la b ´ usqueda del pr´ oximo redex a reducir

, es decir, sin volver de nuevo a la ra ´ ız del t́ ermino maxim al [Str89, TSEP93 ].

La restricci´ on de reemplazamiento satisface [Klo92, KM91]. Si definimos

como

( ) si y s´ olo si es un ´ ındice transitivo en [Ω]

entonces satisface (ver el Lema 4.2 de [TSEP93]), es decir, Γ .

En [TSEP93] se define la clase de SR

Ts donde tales ´ ındices existen. Por desgracia, □

Ω

Ω

′ ′ ′ ′

′

Demostraci ´ on

′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

′

′

REPL

CONTEXT+REPL

∈

∈ T ∈

∈ ∩ ∈

⇔ ∈

∈ ∩

∈ ⇒ ∈

∈ ⇒ ∈

⇔

∈

|

∈ τ τ

t s

γ γ

t s

u u

u .i u u .i u i

i γ

u γ

u

γ

u γ

u

γ γ

u γ

u

t s

γ

Observ aci´ on 15.2.3

Prop osicí on 15.2.4

´

DOWN SUBTERM

CONTEXT

REPL

CONTEXT REPL

CON-

TEXT REPL

REPL CONTEXT

REPL CONTEXT γ γ γ

t

γ

t, s , V γ

u O t O s u u u

O t u O s

u O t O s u u

t C t s D s

u

u u .i s D s D f s t C t C f t s s

t t u O C t u O C s

u O C s u O C f s C

D s

s

t O t O s

t C t u O t

t t v u

s u u

u O s cir cunda

L as pr opie dades y est´ an r elacionadas c on la

p ersistencia de las r estric ciones de r e emplazamiento dur ante suc esivas op er aciones de

r e emplazamiento. Estable c en que el de la r estric ci´ on de r e emplazamiento p ar a

una o curr encia determinada de un t́ ermino no dep ende del t́ ermino lo c alizado en esa

o curr encia ni del c ontexto que cir cunda a dicho t́ ermino sino s´ olo de los s ´ ımb olos

situados inme diatamente p or encima de dicha o curr encia. Esto es imp ortante p ar a

implementar el pr o c eso de r e escritur a r estringida.

Se an . Entonc es, si y s´ olo

si p ar a to da tal que spr efix spr efix , tenemos que

.

s´ olo si

spr efix spr efix

si

spr efix spr efix

255

no hereda to das las propiedades de . Por ejemplo, es f´ acil comprobar que

satisface p ero no .

La propiedad significa que el car´ acter reemplazante de una o currencia

de un determinado t́ ermino no dep ende del contexto que dicho t́ ermino. Se

inspira en la propiedad de los ´ ındices expresada p or la Prop osici´ on 2.5.17(2).

La propiedad aplicada a o currencias de ´ ındices significa que la cualidad de

ser un ´ ındice de un t́ ermino s´ olo dep ende de la p osici´ on de dicho ´ ındice en el t́ ermino

y no del subt́ ermino situado sobre la o currencia de inteŕ es. Por tanto, tenemos que

Γ .

status

La siguiente prop osici´ on formaliza la interpretaci´ on sint´ actica de estas propiedades.

(Σ ) Γ

( ) ( ) ( ) = ( )

( ) ( )

. En primer lugar, demostramos la parte de la doble im-

plicaci´ on. Sea ( ) ( ) tal que ( ) = ( ). Empleando

y , p o demos transformar el t́ ermino = [ ] en = [ ] sin alterar

el car´ acter reemplazante de la o currencia como mostramos a continuaci´ on: Dada

= , sea = [ ] = [ ( ~

)] y = [ ] = [ (

~

)] , donde =

and = . Entonces, p or , ( [ ] ) ( [ ] ). Por ,

( [ ] ) ( [ ( ~

)] ). Continuamos este pro ceso, mo dificando [ ]

hasta obtener [ ] y

, p or tanto, hasta obtener manteniendo el mismo prefijo es-

tricto. Observemos que si hubí eramos emp ezado con una o currencia no reemplazante

llegar ´ ıamos a una conclusi´ on an´ aloga (donde la o currencia seguir ´ ıa siendo, en este

caso, no reemplazante), puesto que, de no ser as ´ ı, al aplicar las transformaciones en

sentido contrario llegar ´ ıamos a una contradicci´ on. El pro ceso de transformaci´ on y

el resultado obtenido es completamente an´ alogo si lo inicamos con el t́ ermino para

obtener . Por tanto, tenemos la equiv alencia deseada: ( ) ( ).

Para demostrar la parte , hacemos = [ ] . Si ( ), cualquier mo difica-

ci´ on de p or deba jo de o en o currencias no comparables con para obtener un

t́ ermino deja intacto su prefijo estricto, es decir, ( ) = ( ). Luego,

p or hip´ otesis, ( ), es decir, se verifican y .

□

2 1

1

Demostraci ´ on

Prop osici´ on 15.2.5

∈

∈

⇒

∈

| | | |

∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

‖

‖ ∈ ∈

∈

∈ ∈

≤ ∈

∈ ∈

                                                                                ROOT+DECOMP+REPL

ROOT+DOWN+COMP+REPL

Ω

Ω

1 2 1 2

1 2 2

2 1 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2

1 1

1 1 2 )

1 1 1

2 2 1 2 1 2 τ

τ

γ

u

u

w v γ

w v

γ

w v γ

w

γ

w γ

w v

γ

u

γ

u

u u

γ γ

γ

v

γ

v γ

γ

γ

v γ

v u γ

v

´

15.2.2 Relaciones fundamen tales en tre las propiedades b´ asicas γ γ

γ

γ

u O C t

u ϵ u v .w v < u C

C C v O C C t

v O C C s w O C t

w O C s u v .w O C C s

O C s

u O C u u .u C

C C u v

v u u O C u O C

u O C t

u O C t u .u O C t

u v u O C

u O C t u .u O C C t O C t

SUBST

SUBST

CONTEXT SUBST

CONTEXT REPL ROOT

COMP DECOMP

ROOT COMP DECOMP CONTEXT REPL

ROOT COMP DECOMP

REPL

DOWN

SUBTERM

COMP

ROOT COMP DECOMP CONTEXT

DOWN SUBTERM

REPL

COMP

DOWN

COMP

256

asegura que la aplicaci´ on de una sustituci´ on no cambia el car´ acter de una o cu-

rrencia reemplazante en el t́ ermino original. representa la propiedad an´ aloga

para o currencias no reemplazantes. Esto es imp ortante si queremos describir las

restricciones de reemplazamiento esp ecific´ andolas primero para ciertos t́ erminos, p or

ejemplo las partes izquierdas de las reglas de reescritura de un SR

TE, y luego exten-

diendolas a otros t́ erminos.

No es dif ´ ıcil comprobar que, en general, ni ni satisfacen o .

Por tanto, resumiendo:

Γ

Γ

En la Secci´ on 15.3 comparamos estas restricciones de reemplazamiento con las

restricciones sensibles al contexto.

El primer resultado de inteŕ es establece que y dep enden de ,

y .

+ + +

. Demostramos en primer lugar que + +

implica . Lo hacemos p or inducci´ on sobre una o currencia ( [ ] ) cual-

quiera. Si = , es inmediato. Si = con , escribimos [ ] =

[ [ ] ] . Por , tenemos que ( [ [ ] ] ) y

, p or la hip´ otesis de

inducci´ on, ( [ [ ] ] ). Por , ( [ ] ) y

, p or la hip´ otesis

de inducci´ on, de nuevo, ( [ ] ). Por , = ( [ [ ] ] ) =

( [ ] ).

Para demostrar que + + implica pro cedemos

p or inducci´ on sobre la o currencia ( ). Escribimos = , [ ] =

[ [ ] ] y

, asumiendo que , distinguimos dos casos:

1. Si , entonces, p or , ( ). Por , ( )

y , p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( [ ] ). Por (demostrado en el

apartado anterior), ( [ ] ). Por , ( [ ] .

2. Si , entonces, p or , ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on,

( [ ] ) y

, p or , ( [ [ ] ] ) = ( [ ] )

Con esto concluimos la demostraci´ on.

Como consecuenc ia inmediata de la Prop osici´ on 15.2.4, tenemos el siguiente resultado.

□

□

□

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥ γ

γ

γ

γ

γ γ

γ

γ

⇒ ⇒

∈

∈

∈

∈ ∈

∈

∈

∈ ∈

∈ ∈

∪

{ }

⊇ ∪ { }

∈

⊆

⊆

⊆ ∩

⊆ ∪ { }

∈

̸

∈ ∈ ⊆

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on γ t O t

γ

t u O t

ϵ O t γ

γ t O t

γ

u O t ϵ O t

s ϵ O s γ

γ

γ

γ

γ

γ

.

γ

γ

γ γ t O t

γ γ

´

CONTEXT REPL SUBST CONTEXT REPL SUBST

DOWN

DOWN REPL

COMP

DECOMP CONTEXT REPL on 15.2.6

Prop osicí on 15.2.7

Prop osicí on 15.2.8

Prop osicí on 15.2.9

.

Si y p ar a to do t́ ermino se verific a ,

entonc es .

Si y existe un t́ ermino tal que ,

entonc es .

.

DOWN

ROOT

ROOT

DOWN+REPL

ROOT

ROOT

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL ROOT+COMP+DECOMP

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL ROOT+COMP+DECOMP

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL ROOT+COMP+DECOMP

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT+COMP+DECOMP

CONTEXT+REPL ROOT+COMP+DECOMP COMP+DECOMP

ROOT+COMP+DECOMP COMP+DECOMP CONTEXT+REPL

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL ROOT+COMP+DECOMP

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT ROOT+COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT+COMP+DECOMP

257

+ +

Otras conexiones interesantes entre las propiedades b´ asicas enumeradas son las si-

guientes.

Γ ( ) = Ø

Γ

. Dado que para to do t́ ermino , existe una o currencia ( ),

p or p o demos decir que ( ), es decir, Γ .

Γ ( ) = Ø

Γ

. Si ( ), entonces, p or , ( ) y

, p or , para

to do , ( ), luego Γ .

La siguiente prop osici´ on establece que la diferencia entre los conjuntos de restricciones

Γ y Γ es simplemente .

Γ = Γ

. La inclusi´ on

Γ Γ

es inmediata pues, p or un lado, verifica (trivialmente) las propiedades ,

, y , es decir, Γ .

Por otro lado, p or la Prop osici´ on 15.2.5, tenemos que Γ

Γ y , p or definici´ on, Γ Γ , es

decir,

Γ Γ Γ

= Γ

La inclusi´ on

Γ Γ

se demuestra como sigue: sup ongamos que Γ es

tal que = . Entonces, existe un t́ ermino tal que ( ) = Ø. Por la Prop o-

sici´ on 15.2.8, Γ , es decir, Γ

Γ .

□

□

( ) ( )

ROOT

DECOMP

′

⊤

⊥

′ ′

′ ′

′

′ ′ ′

′ ′ γ γ

γ

γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

′

′

⊥ ⊤

⊤

⊥

⊔

⊓

′ ′′

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′

′ ′

R R

′ ′ ′

′ ′ ′

′

⊔ ′ ⊓ ′

′ ′

15.3.1 Preserv aci´ on de las propiedades b´ asicas

´

ROOT DECOMP

ROOT ROOT ROOT

DECOMP DECOMP DECOMP

ROOT

ROOT ROOT

                                                                         COMP

COMP COMP

⊆ P

⊑

⊑ ∈

∈ T

⊑ ⇔ ⊆

⊑ ⊔ ⊓

∪

⊔ ∩ ⊓

⊔ ⊓

∈ ⊔ ⊓

⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓ ⊔ ⊓

→ ⊑ R

∈ ⊑ → ⊆ →

⊔ ⊓

∈ ⊔ ∈ ⊓ ∈

∈ ⊔ ∈ ⊓ ∈

∈

∈ ∈ ∈ ∪ ∈ ∩

∈ ⊔ ∈ ∈ ⊓ ∈

∈ ⊓ ∈

15.3 Un marco algebraico para el an´ alisis de res-

tricciones de reemplazam ien to

γ , γ

t , V

γ γ O t O t .

, , γ , γ , ,

t O t O t γ

O t γ O t O t O t

O t O t O t

γ , γ , γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ

, R

γ , γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

γ , γ

t ϵ O t ϵ O t ϵ O t O t ϵ O t O t

ϵ O t γ γ ϵ O t γ γ

γ , γ γ γ

Oc c

Se a una

signatur a. Se define el or den p ar cial sobr e c omo sigue. Par a to do

y t́ ermino :

Se a un SR T

y . Si , entonc es .

Si , entonc es y .

Si , entonc es y .

Si , entonc es .

Definicí on 15.3.1 (Orden entre restricciones de reemplazamien to)

Prop osici´ on 15.3.2 (Monoton ´ ıa de resp ecto a )

Prop osici´ on 15.3.3

Prop osici´ on 15.3.4

258

El orden sobre ( ) puede extenderse de la forma usual a un orden (punto a

punto) sobre restricciones de reemplazamiento.

Σ

Γ(Σ) Γ(Σ)

(Σ )

( ) ( )

Esto nos p ermite disp oner de una estructura algebraica (Γ ) que es un

ret ´ ıculo completo distributivo: para to do t́ ermino , tenemos ( ) = ( ) ( es el

elemento m´ aximo), ( ) = Ø ( es el elemento m ´ ınimo), ( ) = ( ) ( )

( es la op eraci´ on supremo del ret ´ ıculo) y ( ) = ( ) ( ) ( es la op eraci´ on

´ ınfimo del ret ´ ıculo). Las op eraciones y son idemp otentes y distributiv as (cada

una resp ecto a la otra): para to do Γ, tenemos = , = ,

( ) = ( ) ( ) y ( ) = ( ) ( ).

La propiedad m´ as general que p o demos enunciar acerca de dos restricciones de

reemplazamiento comparables es la siguiente.

= (Σ )

Γ

. Inmediata.

Es f´ acil demostrar que los conjuntos Γ y Γ son cerrados ba jo las op era-

ciones y del ret ´ ıculo de restricciones.

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ

. Resp ecto a , tenemos que, si Γ entonces, para

to do t́ ermino , ( ) y ( ). Es decir, ( ) ( ) y ( ) ( ).

Por tanto, ( ), luego Γ y ( ), luego Γ .

Resp ecto a seguir ´ ıamos un razonamiento parecido.

El conjunto Γ es cerrado ba jo la op eraci´ on que computa el ´ ınfimo del ret ´ ıculo.

Γ Γ μ

□

□

( )

( )

( )

( )

′

′ ′

′

′ ′ ′

′ ′

′

′

⊤

COMP

COMP

CONTEXT REPL

15.3. MARCO ALGEBRAICO

⊓

⊓

′

⊓ ⊔ ⊔

⊓ ⊔

′

⊔

′ ′ ′

′ ′ ′

R

⊥ ⊤

⊤ ⊥

R

R R R

R

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Prop osicí on 15.3.5

Prop osicí on 15.3.6 γ γ

u γ

u

γ

u γ

u γ

u

γ γ

u

γ γ γ γ γ γ

u

γ γ γ γ

γ

u γ

u

γ γ

u

γ

γ

γ

γ

μ

γ μ

COMP

COMP

CONTEXT CONTEXT

CONTEXT REPL REPL REPL

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ T ∈ T ∈

∧ ∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

∈ ⊔ ∈ ⊓ ∈

∈ ⊔ ∈ ⊓ ∈

→ R

∈

{ } ∈

→

→ → →

→

∈ T

15.3.2 Apro ximaci´ on de restricciones de reemplazamien to no

Se an , y . Si

, entonc es .

Si , entonc es y

. Si , entonc es y .

apr oximar

apr oximada v O t u O C t u O C t

u O C t u.v O C t u.v O C t u.v

O C t

γ , γ C , V t , V u

O C v O t u.v O C t

u O C v O t

γ γ u.v O C t u.v O C t

u.v O C t

γ , γ γ γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

γ

γ

γ , γ γ

γ γ

γ

μ

γ

t , V , O t O t .

259

. Sea ( ). Si ( [ ] ), entonces ( [ ] ) y

( [ ] ). Por , ( [ ] ) y ( [ ] ), es decir,

( [ ] ).

Por desgracia, como mostraremos m´ as adelante, Γ es cerrado ba jo la op era-

ci´ on supremo del ret ´ ıculo. No obstante, p o demos formular una propiedad de cierre

m´ as d́ ebil.

Γ (Σ ) (Σ )

( ) ( ) ( [ ] )

. Si ( ) y ( ), entonces, aplicando la propiedad

tanto de como de , tenemos ( [ ] ) o bien ( [ ] ).

Luego ( [ ] ).

T anto como son preserv adas p or las op eraciones del ret ´ ıculo.

Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

El an´ alisis de las propiedades computacionales de la relaci´ on de reescritura restringida

inducida (para un SR

TE dado) p or una restricci´ on de reemplazamiento

descrita mediante las propiedades b´ asicas de la Secci´ on 15.2 puede ser dificultoso.

Una p osibilidad es Γ p or otro conjunto de restricciones de reemplazamiento

cuyas propiedades ya sean cono cidas. Con ello, a cada restricci´ on de reemplazamiento

Γ, le corresp onder´ a una restricci´ on cuyas propiedades p o dremos

relacionar con la restricci´ on original.

Una aproximaci´ on trivial del conjunto Γ es : to da restricci´ on Γ viene

acotada sup eriormente p or e inferiormente p or . De forma an´ aloga, puesto

que es una restricci´ on de la reescritura, siempre puede ser aproximada su-

p eriormente p or = . Algunas propiedades computacionales de (p or

ejemplo, la terminaci´ on) ser ´ ıan ‘heredadas’ p or . Sin embargo, esto no resulta

satisfactorio puesto que las mejoras en el comp ortamiento de terminaci´ on intro du-

cidas p or una restricci´ on de reemplazamiento no pueden ser capturadas mediante

esta aproximaci´ on.

Un dominio de aproximaci´ on m´ as adecuado es el conjunto de restricciones sensibles

al contexto. Dada una funci´ on de reemplazamiento , definimos una restricci´ on de

reemplazamiento como sigue:

Para to do (Σ ) ( ) = ( )

Σ

Σ

□

□

⊐ f g f g

f g f g

f g x y g x y

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

⊥ ⊤

⊥ ⊤

⊔

⊓

⊓ ⊓

⊓ ⊓

′ ⊓ ′

′ ′ ′ ′

′ ⊓

′ ′ ⊓ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

⊓

′ ′

⊔

⊔

′

⊔

⊔ ⊔ ⊔

⊔

⊤ ⊥

Prop osici´ on 15.3.7

Ejemplo 15.3.8

Prop osici´ on 15.3.9

´

⊥ ⊤

′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′

′

⊓

′

⊓

′

⊓

′

⊓

′

′

′

′ ′

′ ′ ′

′ ′

′

′

′

⊔

′

′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

⊤ ⊥

⊥ μ r sc

μ μ

μ

μ r sc

μ μ μ μ

μ

μ r sc

μ μ μ

μ μ μ μ μ μ

μ

μ

μ

μ μ

μ μ μ μ

μ μ μ μ

μ

μ

μ

μ

μ

μ r sc

μ μ μ

μ μ csr

μ μ μ csr

μ μ

μ

μ μ μ r sc

μ

μ

{ | ∈ }

⊑ ⊔ ⊓ ⊑ ⊔ ⊓

⊑ ⊔ ⊓

⊔

⊓ ⊓ ⊓

∈ ⊓ ⊓

{ } ∩

∈ ⇔ ∈ ⊓

∈ ⇔ ∈ ∩ ∧ ∈ ∈

∈ ⊓

∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ⇔ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∩ ⇔ ∈

∈ ⊔ ∉

{ }

{ } { }

{ } { }

{ }

{ }

∈ ⊔ ⊑ ⊔

⊑ ⊔

⊆ ⊆

∪ ⊆ ⊔ ⊑ ⊔

∈ no

Si , entonc es .

Consider emos la signatur a , donde .

Sup ongamos que y . Se a el t́ ermino

. T enemos que

y

Lue go,

p er o

Si , entonc es .

r sc

r sc μ

r sc μ μ r sc r sc

μ r sc μ μ μ

μ r sc μ μ μ μ r sc μ μ μ

μ μ r sc μ r sc μ μ μ

γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

r sc

γ γ

i γ

i

γ γ

i

γ γ

i γ

i

γ

i γ

i γ

i γ

γ γ γ γ γ

μ μ r sc μ μ r sc

γ γ

γ γ

γ γ γ

r sc μ μ μ r sc μ

μ μ μ μ μ r sc μ

γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

μ μ μ r sc μ

μ μ

γ γ μ M

M , , μ , μ , , , , γ , γ , ,

, , γ , γ , ,

γ γ γ

γ γ γ γ γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

t O t O t t

O t ϵ O t O t O t t f t

u i.u O t i.u O t

i.u O t i μ f μ f u O t u O t

u O t

i μ f i μ f u O t i μ f i μ f u O t u

O t i μ f u O t i μ f u O t i.u O t i.u

O t u O t O t u O t

γ , γ γ γ

, ar ar

μ μ μ μ t

, , ,

O t ϵ, , . O t ϵ, , .

O t ϵ, , , . , . ,

O t O t ϵ, , , . , . , . , . .

γ , γ γ γ γ γ

γ , γ γ γ γ

O t O t O t O t O t

O t O t O t γ γ γ γ

γ γ γ γ ϵ

O t t

260

Ahora p o demos definir el conjunto de restricciones de reemplazamiento sensibles al

contexto Γ como sigue:

Γ =

El ret ´ ıculo ( ) induce un ret ´ ıculo (Γ ) que

est´ a incluido en (Γ ), p ero es un subret ´ ıculo suyo. Esto se deb e a

que la op eraci´ on supremo difiere de uno a otro ret ´ ıculo. Siendo = y

= , tenemos que = (es decir, los ´ ınfimos coinciden).

Γ =

. Demostramos, p or inducci´ on estructur al, que, para to do t́ ermi-

no , ( ) = ( ). Si es una v ariable o una constante, enton-

ces ( ) = = ( ) ( ) = ( ). Si = (

~

), entonces

= ( ) ( ), p or definici´ on de . T enemos que

( ) ( ) ( ) ( ). Si ( ), enton-

ces, p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( ). Por tanto, p or definici´ on de ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

Sin embargo, la op eraci´ on supremo no coincide en amb os ret ´ ıculos y

, p or tanto, aun

siendo Γ , p o dr ´ ıa ser que Γ .

Σ = ( ) = ( ) = 2

( ) = ( ) = 1 ( ) = ( ) = 2 =

( ( ) ( ))

( ) = 1 1 1 ( ) = 2 2 2

( ) = 1 2 1 1 2 2

( ) = ( ) = 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

En general, se satisface la siguiente propiedad.

Γ

. Dado que = , p or la Prop osici´ on 3.1.12

tenemos ( ) ( ) y ( ) ( ), es decir, ( ) =

( ) ( ) ( ). Por tanto, .

T ambi ´ en es imp ortante advertir que = p ero (debido a que

( ) para to do t́ ermino ). □ μ

μ

μ μ

+

( )

+

( )

⊤

↑ ↓

↓

↓

↓

↓ ↓

ROOT

ROOT+COMP

´

⊑ ⊒

⊑ ⊒

⊑

⊑

⊒

⊤

↑

↓

↓

′

↓ ↓

′

ROOT COMP

ROOT

COMP r sc

γ

μ

μ μ

μ

ar f γ

μ

γ

γ

γ

γ γ

ar f

γ

γ

i

→

⊑ ⊑

∈ ∈

∈

∈

{ ∈ | ∀ ∈ T ∈ }

∈ ⊑

⊆

{ } ∈ ∈

∈ ∈

∈

Observ aci´ on 15.3.10

Definicí on 15.3.11

Prop osicí on 15.3.12 α , α

γ

α γ γ α γ

α γ

μ ϵ O t α γ γ

α γ γ

γ γ γ

γ

γ

γ γ μ

f

μ f i f t , V , i O f t

γ

γ

γ γ γ

t

O t O t t

O t ϵ O t t f t u i.u O t i

i μ f μ i O t

u O t

15.3.3 Apro ximaci´ on de restricciones de reemplazamien to me-

dian te restricciones sensibles al con texto

sc

rsc

Pue de suc e der que no exista. Esto se deb e a que, p ar a

to da , tenemos que . Por tanto, existe si y s´ olo si . Por

el c ontr ario, siempr e pue de definirse c omo una funci´ on total puesto que .

sc

Se a . Definimos la r estric ci´ on de r e emplazamiento

sensible al c ontexto aso ciada a me diante la funci´ on de r e emplazamiento

c omo sigue: p ar a to do

Si , entonc es .

261

Po demos definir funciones de aproximaci´ on (parciales):

: Γ Γ

para establecer aproximaciones sensibles al contexto (o simplemente aproximaciones

) sup eriores e inferiores de una restricci´ on de reemplazamiento , es decir:

( ) ( )

Como veremos en la Secci´ on 15.4, estas aproximaciones ser´ an ´ utiles para establecer

las propiedades computacionales de la reescritura restringida p or comparaci´ on con las

propiedades de la .

( )

( ) ( ) Γ

=

A continuaci´ on definimos funciones de aproximaci´ on que, a cada restricci´ on de reem-

plazamiento , le aso cian restricciones sensibles al contexto y sup eriores e

inferiores, resp ect iv amente. Demostramos que ´ estas son las mejores aproximaciones

que se pueden obtener. T ambí en analizamos la utilizaci´ on de las op eraciones del

ret ´ ıculo para obtener una aproximaci´ on sup erior m´ as precisa que, aunque no es una

restricci´ on sensible al contexto, puede expresarse como combinaci´ on de restricciones

sensibles al contexto.

Γ(Σ)

Σ

( ) = I N (

~

) (Σ ) ( (

~

))

Esta funci´ on de reemplazamiento sensible al contexto s´ olo acota inferiormente a

(trat´ andose en ese caso de una aproximaci´ on inferior) si p osee las propiedades

y .

Γ

. Dado un t́ ermino , demostramos, p or inducci´ on estructural, que

( ) ( ). Si es una constante o una v ariable, p or tenemos que

( ) = = ( ). Sea = (

~

) y = ( ), para I

N . Dado

que ( ), p or definici´ on de deb e tenerse que ( ). Por la hip´ otesis de

inducci´ on, ( ). Empleando llegamos a la conclusi´ on deseada.

□

□

□

DOWN μ μ

μ

μ

Σ

Σ

+

( )

Ω

Σ

↓

↓ ↓

↑

↑

′ ′

′ ↑ ↑

↑

↑

↑

↓

↓

↓

↑

↑

↑ ↑

′ ′

↑

′

↑

′

↑

↑

ROOT+COMP

DOWN

DOWN

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on τ

τ μ

μ

μ

γ γ γ γ

μ

μ μ μ

μ

ar f u γ

u

μ

γ γ μ μ

u γ

u

μ

u

μ

u μ

τ μ

μ

μ γ γ

u γ

γ

μ

´

∈

∈ ∈ ⋢ ⋢

∈ ∈

∉ ∉

∉ ∈ ⊈ ⋢

∈ ∈ ⊑ ⊑

∈

∈

{ ∈ | ∃ ∈ T ∈ }

∈ ⊑

∈ ⊆ | | ∈ | |

≤ ≤ ∈

∈ ∈

∈

∈ ∈ ⋢ ⋢

∈ ∈ ∉

⊑ ⊆

∈ ∈

∉ ∉

⋢

Prop osici´ on 15.3.13

Corolario 15.3.14

Definicí on 15.3.15

Prop osici´ on 15.3.16

Prop osici´ on 15.3.17 γ

γ γ

γ

γ

γ μ M μ μ γ γ

f i μ f

i μ f i μ f t f t

i O t i O t O t O t γ γ

γ μ M γ γ γ γ

γ

γ γ μ

f

μ f i C f t , V , u.i O C f t

γ γ γ

t

u O t O t O t u u ϵ O t u >

t C f t u u .i i ar f u O C f t

u O C f t μ i μ f

u O C f t O t

γ γ γ

γ μ M μ μ γ γ

f i μ f i μ f

γ γ O t O t t

i μ f t C f t u.i O t

i μ f u.i O t

γ γ sc

Se a y . Si , entonc es .

Se a y . Si , entonc es .

Se a . Definimos la r estric ci´ on de r e emplazamiento

sensible al c ontexto aso ciada a me diante la funci´ on de r e emplazamiento

c omo sigue: p ar a to do

Si , entonc es .

Se a y . Si , entonc es .

262

De acuerdo con la caracterizaci´ on dada para al final de la Secci´ on 15.2.1, p o demos

acotar mediante la funci´ on corresp ondiente .

Ahora demostramos que, en general (sin necesidad de exigir que Γ ),

es la mejor aproximaci´ on inferior que puede definirse.

Γ(Σ)

. Por el Lema 3.1.6, existe un s ´ ımb olo Σ y un ´ ındice ( )

tales que ( ). Si ( ), entonces existe un t́ ermino = (

~

) tal que

( ). Puesto que ( ), tenemos ( ) ( ) y

, p or tanto, .

Γ(Σ)

A continuaci´ on definimos una aproximaci´ on sup erior sensible al contexto y demostra-

mos tambí en que es la mejor que se puede definir.

Γ(Σ)

Σ

( ) = I

N [ (

~

)] (Σ ) ( [ (

~

)] )

Para restricciones de reemplazamiento p ertenec ientes a Γ , tenemos lo siguiente.

Γ

. Dado un t́ ermino , demostramos, p or inducci´ on sobre la longitud

de ( ), que ( ) ( ). Si = 0, entonces = ( ). Si 0 con-

sideremos = [ (

~

)] , con = , 1 ( ). Por , ( [ (

~

)] ).

Por la hip´ otesis de inducci´ on, ( [ (

~

)] ) y

, p or definici´ on de , ( ).

Por tanto, ( [ (

~

)] ) = ( ). Esto concluye la demostraci´ on.

De esta forma, tanto como ser ´ ıan acotados p or las corresp ondientes. Ahora

demostramos que esta es la mejor aproximaci´ on sup erior sensible al contexto que

p o demos obtener para una determinada restricci´ on de reemplazamiento.

Γ(Σ)

. Por el Lema 3.1.6, existen Σ e ( ) tales que ( ).

Sup ongamos que . Deb e tenerse ( ) ( ) para to do t́ ermino . Puesto

que ( ), existe un t́ ermino = [ (

~

)] tal que ( ). Sin embargo,

puesto que ( ), ( ) lo cual nos llev a a una contradicci´ on. Por tanto,

.

Σ

μ

μ

□

□

□

↑

↓ ↑

↓

↓

↑

↑ h(g(f(a)))

f g h

f g h

SUBTERM

CONTEXT REPL

↑ ↓

↓ ↑

↓ ↑

↓ ↓ ↓

↑ ↑ ↑

↑ ↓

↓ ↑

↓ ↑

↑ ↓ ↑

↓ μ μ μ

μ μ

γ

γ

μ

γ γ

μ

γ

u

γ γ

j

γ

i i γ

i i

r sc

r sc

∈ ∈ ⊑ ⊑

∈ ⊑

∈ ⊑ ⊑

{ }

{ }

{ }

∉ ∉

∉ ∈

∉

∈

⊑

⊑ ∈

∈ ∈ ≤ ≤

∈ ∈ ∈

⊆

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

ROOT+COMP+DOWN

DOWN COMP

SUBTERM+REPL+CONTEXT

ROOT+COMP+DECOMP

15.3.4 Caracterizaci´ on axiom´ atica de las restricciones sensi-

bles al con texto γ μ M γ γ γ γ

μ μ γ

γ μ μ

μ μ

γ γ γ γ

γ t O t . , . .

O s ϵ s t

μ μ μ ,

μ μ μ .

γ γ γ

γ ϵ O t ϵ O t γ

. , . . O t

μ μ

γ μ μ

μ μ

μ μ i μ f t C f t

u.i O t i O f t s j ar f

i O f s t i O f s s i μ f

Corolario 15.3.18

Prop osicí on 15.3.19

Corolario 15.3.20

Ejemplo 15.3.21

Prop osicí on 15.3.22

Prop osicí on 15.3.23

Se a y . Si , entonc es .

Par a to do , .

Si , entonc es .

Se a c omo sigue: si , y

p ar a . T enemos:

y

Obś ervese que y . Es f´ acil ver que es una c ota inferior

de (pues p er o ) y tambí en que es una c ota sup erior

(pues ).

Si , entonc es .

.

263

Γ(Σ)

La siguiente prop osici´ on establece la relaci´ on esp erada entre las funciones de reem-

plazamiento y corresp ondiente s a una restricci´ on de reemplazamiento dada.

Γ

. Inmediata, p or definici´ on de y .

Γ

. Inmediata, empleando las Prop osiciones 15.3.16 y 15.3.12.

Con el siguiente ejemplo justificamos la necesidad de las condiciones impuestas sobre

las restricciones consideradas para conseguir aproximarlas tal como se ha hecho.

= ( ) = 1 1 1 1 1

( ) = =

( ) = ( ) = ( ) = Ø

( ) = ( ) = 1 ( ) = Ø

Γ Γ no

( ) ( ) no

1 1 1 1 1 ( )

En algunos casos, las funciones de reemplazamiento y aso ciadas a una restricci´ on

de reemplazamiento coinciden.

Γ =

. Que se sigue de la Prop osici´ on 15.3.19. Para demostrar

que , sup ongamos que ( ). Entonces existe un t́ ermino = [ (

~

)] tal

que ( ). Por , ( (

~

)). Dados los t́ erminos , 1 ( ),

p or , ( ( ~

[ ] )) y

, p or , ( ( ~

[ ] )). Por tanto ( ).

Esto concluye la demostraci´ on.

En esta secci´ on obtenemos una caracterizaci´ on precisa del conjunto de restricciones

sensibles al contexto Γ en t́ erminos de las propiedades b´ asicas de la Secci´ on 15.2.

Γ Γ

1

1

□

□

□

i n

n

Σ

1

1

⊤

⊥ ⊤

↑

↑

↑ ↑

↓ ↑

↓

↑

↑

↑ ↑ ↑

↑

↑ ↑ μ

μ μ

r sc

μ

μ

r sc

μ

μ

r sc

n

i

μ μ μ

μ

n j

μ μ

ROOT+COMP+DECOMP

ROOT+COMP+DECOMP

DOWN

∈

∈ ∈

⊑

⊑

∈

⊔ ⊑ ⊔ ⊓

⊔ · · · ⊔

≤ ≤

⊔ · · · ⊔

⊔ · · · ⊔ ≤ ≤ ∈

⊔ · · · ⊔ ⊑

ROOT

COMP DECOMP

DECOMP DOWN

DECOMP SUBTERM

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

15.3.5 Descomp osici´ on de restricciones de reemplazamien to μ M

γ

γ γ γ γ

γ

γ γ

ϵ O t t

γ γ

γ

γ f

γ

, , γ , γ , ,

γ γ γ γ γ

γ i n

γ γ γ γ

γ γ

γ

γ γ γ j j n γ

γ γ γ γ γ

Prop osici´ on 15.3.24

T eorema 15.3.25

Observ aci´ on 15.3.26

Prop osici´ on 15.3.27

Si , entonc es

.

.

Es inter esante c ompr ob ar c´ omo la Pr op osici´ on 3.2.1 y la pr o-

pie dad p ar a to do c ar acterizan p or c ompleto las r estric ciones de r e empla-

zamiento sensibles al c ontexto.

supr emo

Se a tal que, p ar a to do , ,

. Si , entonc es .

264

. Dada una funci´ on de reemplazamiento , se satisface

de forma inmediata p or definici´ on de . Las propiedades y vienen

expresadas p or la Prop osici´ on 3.2.1.

Γ = =

Γ

. Por , tenemos y

, p or el Corolario 15.3.20,

. Por , tambí en tenemos y

, p or la Prop osici´ on 15.2.5 y

la Prop osici´ on 15.3.22, concluimos el resultado deseado.

El siguiente teorema prop orciona una caracterizaci´ on completa de las restricciones

sensibles al contexto en t́ erminos de las propiedades de la Secci´ on 15.2.

Γ = Γ

. Inmediata, empleando las Prop osiciones 15.3.23 y 15.3.24.

( )

Dada una restricci´ on de reemplazamiento , la aproximaci´ on sup erior presenta un

invonveniente: crecer´ a r´ apidamente hasta alcanzar el v alor en tanto que existan

o currencias -reemplazantes de argumentos de un s ´ ımb olo de funci´ on situado sobre

o currencias m´ as y m´ as profundas.

Por este motivo, es interesante investigar la p osibilidad de obtenci´ on de aproxi-

maciones m´ as refinadas que caractericen con m´ as precisi´ on.

Debido a que las op eraciones de los ret ´ ıculos Γ y Γ no coinciden,

y dado que la segunda acota sup eriormente a la primera (Prop osici´ on 15.3.9), el

empleo del supremo del ret ´ ıculo (Γ ) sugiere una forma diferente

de utilizar las restricciones sensibles al contexto para aproximar una restricci´ on de

reemplazamiento . Si p o demos descomp oner como = , p o demos

aproximar cada comp onente , para cada 1 mediante su corresp ondiente

aproximaci´ on . Entonces, la restricci´ on de reemplazamiento =

es una aproximaci´ on m´ as precisa que . En primer lugar, demostramos que es

una verdadera aproximaci´ on sup erior de .

= 1

Γ =

□

□

DOWN

DOWN

1 2

1 2

1 2

1

1 j

μ μ

i

i

j

n

n

μ

μ

DOWN

DOWN

DOWN

↑ ↑

↑ ↑ ↑ ↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑ f(g(x,y),g(x,y))

f g f g

↑

↑ ↑

↑

↑

↑

↑ ↑ ↑

↑ ↑ ↑

↑ ↑ ↑ ↑

↑ ↑

↑

↑

1

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

1

+

1 1

1

~

~ ~

~

´

Demostraci ´ on

´

Ejemplo 15.3.28

Prop osicí on 15.3.29

Prop osicí on 15.3.30 j

μ

j

n

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ

n i

γ γ

n

γ γ

μ

n n

μ

j

μ

μ r sc r sc

μ

n

r sc μ

μ r sc r sc

μ

μ μ μ μ

μ μ γ

γ

u

⊑

≤ ≤ ⊔

⊔ · · · ⊔

{ } { }

{ } { }

{ } ̸⊔

{ } { } { } { }

{ } { }

{ }

⋢

∈ ⊔ · · · ⊔ ∈

≤ ≤ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈

∈ ⊔ · · · ⊔

≤ ≤

⊔ · · · ⊔

⊔ · · · ⊔

⊔ ⊔ · · · ⊔

⊑ ⊑

⊑ ∈

∈ ∈ γ γ j

j n

γ

γ γ γ

γ

O t ϵ, , , . , . t O s ϵ s t

γ γ

O t ϵ, , . O t ϵ, , . ,

O s O s ϵ s t γ γ γ

γ γ μ μ

μ , μ μ , μ

O t ϵ, , . O t ϵ, , .

O t ϵ, , , . , . .

γ γ

γ

γ γ γ γ γ

i n γ

u.v O t u.v O t i

u O t u O t

γ

γ

γ , γ , . . . , γ γ γ γ γ

j n γ

γ γ γ

μ μ μ

γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ u O t

u ϵ u.i O C f t i μ f

Consider emos la r estric ci´ on de r e emplazamiento definida c omo

sigue: si y si . Si

definimos y c omo sigue:

y

y si , entonc es . L as apr oximaciones

sup erior es de y vienen dadas p or y c omo sigue:

y

Entonc es, y ; p or tanto,

Esto signific a que .

Si es tal que y p ar a

, entonc es .

no

Se an tales que y se an ,

las apr oximaciones sup erior es p ar a c ada c omp onente . Entonc es,

.

265

. Por la Prop osici´ on 15.3.16, tenemos que para to do ,

1 . Por monoton ´ ıa de , se sigue la conclusi´ on.

Por desgracia, no p o demos prescindir del requisito de que los comp onentes de la

descomp osici´ on = satisfagan .

( ) = 1 2 1 1 2 2 = ( ) = =

( ) = 2 1 1 ( ) = 1 2 2

( ) = ( ) = = = sc

( ) = 2 ( ) = 1 ( ) = 1 ( ) = 2

( ) = 2 2 1 ( ) = 1 1 2

( ) = 1 2 1 2 2 1

De acuerdo con el siguiente resultado, la propia restricci´ on que se desea aproximar

deb e satisfacer .

Γ = Γ

1 Γ

. Si ( ), entonces ( ) para alg ´ un I

N . Por

, ( ); es decir, ( ).

La restricci´ on es, en general, una restricci´ on sensible al contexto (el propio

Ejemplo 15.3.28 demuestra esto), p ero constituye una aproximaci´ on m´ as precisa que

. La siguiente prop osici´ on formaliza esta afirmaci´ on.

Γ =

1 sc

=

. Denotemos como ~ la funci´ on de reemplazamiento .

Entonces, p or definici´ on de , = . Ahora demostramos que

y .

( ) Por inducci´ on en la longitud de ( ). El caso base, cuando

= , es evidente. Si ( [ (

~

)] ), puesto que ( ), existe un t́ ermino

□

⊐

DOWN

~

~

1

1 j

μ

μ

μ

n

j

n

1

~

1

1 1

1

1 2

↑

↑

↑

↑ ↑

↑ ↑

↑

⊤

↓ ↓

↓

↓

↓ ↓ ↓

↓ ↓

′

↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑

⊤

↑

↑

⊤

↓ ↓

↓ ↓

↑

↑

↑

↑

↑ v γ

n γ

j γ

u

γ

u

j

γ

u

μ μ

μ μ

μ

μ

n

μ μ

μ

n n

μ

j

μ

μ r sc r sc

μ

r sc

r sc

μ μ

n

∈ ⊔ · · ·⊔ ∈

≤ ≤ ∈ ∈

∈ ⊑

∈ ∈

⊑

⊑

⊓ · · · ⊓

⊓ · · · ⊓

∈ ⊓ · · · ⊓

≤ ≤

⊓ · · · ⊓

⊓ ⊓

⊔ · · · ⊔

⊔

´

Observ aci´ on 15.3.31

on 15.3.32

Ejemplo 15.3.33 s C f s v .i O s γ γ γ v .i O s

j j n i μ f u O C f t

u O C f t μ μ

i μ f u.i O C f t

γ γ

γ

γ

γ

γ γ γ

γ

γ

γ γ γ

γ

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ

γ , γ , . . . , γ γ γ γ γ

j n γ

γ γ γ

γ γ γ γ

γ

γ γ

γ γ γ γ

γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ γ , sc

cualquier

L as Pr op osiciones 15.3.30 y 15.3.9 demuestr an que es me-

jor apr oximaci´ on sup erior que , es de cir . Sin emb ar go, a p esar de que

pue de obtenerse c omo una c ombinaci´ on de r estric ciones sensibles al c ontexto,

lo es.

sc

Se an tales que y se an ,

las apr oximaciones inferior es p ar a c ada c omp onente . Entonc es,

.

Consider emos la r estric ci´ on de r e emplazamiento del Ejemplo

15.3.28. Po demos desc omp onerla c omo sigue:

266

= [ ( ~

)] tal que ( ). Dado que = , tenemos que ( )

para alg ´ un , 1 y

, p or tanto, ( ). Puesto que ( [ (

~

)] ),

p or la hip´ otesis de inducci´ on, ( [ (

~

)] ). Puesto que ~ , tenemos que

~ ( ) y

, as ´ ı, ( [ (

~

)] ), lo cual completa la demostraci´ on.

( ) Similar.

Observemos que la Prop osici´ on 15.3.30 indica que la aproximaci´ on sup erior a una

restricci´ on de reemplazamiento , cuando se calcula tal como se describ e en la Defi-

nici´ on 15.3.15, puede obtenerse a partir de descomp osici´ on de .

no

Consideremos la aproximaci´ on sup erior tal como se define al final del Ejemplo

15.3.8. Observemos que se trata de = . Sin embargo, si descomp onemos como

se hizo en el Ejemplo 15.3.8, obtenemos que es una aproximaci´ on estrictamente

mejor puesto que .

De forma an´ aloga, siempre que p o damos descomp oner como = ,

p o demos definir como = . Se verifica la propiedad corresp ondiente

para .

Γ =

1 sc

=

Sin embargo, debido a que la Prop osici´ on 15.3.7 establece que y coinciden en

Γ , no p o demos obtener ning ´ un refinamiento de la precisi´ on de la aproximaci´ on si

empleamos en vez de . De hecho, = .

Los resultados anteriores justifican el inteŕ es de como una buena aproximaci´ on

sup erior de . Sin embargo, dado que la definici´ on de dep ende de una descomp o-

sici´ on = de , y puesto que existen m ´ ultiples formas de realizar dicha

descomp osici´ on, nos p o demos preguntar si est´ a bien definida. Es decir, ¿dep ende

la definici´ on de de la descomp osici´ on particular de que hayamos escogido? Por

desgracia, la respuest a es afirmativ a y los Ejemplos 15.3.8 y 15.3.28 son una muestra

de ello. Por tanto, en el caso general, emp ezando con una factorizaci´ on arbitraria de

, no hay forma razonable de definir . Incluso con descomp osiciones cuyos factores

satisfagan .

=

↑

⊐

j

j

1 2

1 2

DOWN f g f g

f g f g

DOWN

DOWN DOWN

Definicí on 15.3.34

1 2

1 1 2 2

1

1 1 2 2

2

1 2

1

1

1 Σ 1

1 Σ 1

↑ ↑ ↑ ↑

↑

⊥

⊥

↑ ↑ ↑ ↑

↑

↑ ↑

↑

↑

↑

↑

↑

↑

⊔⊓

⊔⊓

⊔⊓

≤ ≤ ∈

⊔⊓

⊔⊓

⊔

⊔

≤ ≤

15.3.6 Un dominio de apro ximaci´ on m´ as preciso

{ } { }

{ }

∈

{ } { }

{ }

∈ ∈

⊔

{ }

{ }

⊓

⊓ · · · ⊓

{ ∈ | ∃ ⊆ ⊔ ⊓ }

{ ∈ | ∃ ∈ ⊔ } γ γ

γ γ

μ

n

n

r sc

r sc

r sc r sc

r sc

r sc m j m μ M μ

r sc

r sc

r sc

r sc n j n μ

O t ϵ, , . O t ϵ, , .

t O s O s ϵ s t

γ , γ

μ μ μ μ ,

γ t ϵ, , , . , .

γ γ

γ γ γ γ

μ μ , μ μ

γ t ϵ, , , . , . , . , .

γ γ

γ

γ

γ γ

γ , . . . , γ

γ

γ γ γ γ

γ M , . . . , M M . γ γ .

γ μ , . . . , μ M . γ γ donde

y

(siendo c omo en el Ejemplo 15.3.28) y p ar a . Esta

desc omp osici´ on satisfac e que . En este c aso,

y

lue go .

Por la Pr op osici´ on 15.3.29, y, trivialmente, . Lue go

es otr a “desc omp osici´ on ” de . En este c aso,

y

c on lo cual .

Clar amente, .

Se a una signatur a. Se a el c onjunto

267

( ) = 1 1 1 ( ) = 2 2 2

( ) = ( ) = =

Γ

( ) = ( ) = 1 ( ) = ( ) = 2

( ) = 1 2 1 1 2 2

Γ Γ

=

( ) = ( ) = 1 2 ( ) = ( ) = Ø

( ) = 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

Sin embargo, la situaci´ on es distinta para cuya definici´ on no dep ende de la fac-

torizaci´ on particular de , tal como demuestra la Prop osici´ on 15.3.30. T ambi ´ en in-

sistimos en que la Prop osici´ on 15.3.27 p ermanece v´ alida en cuanto que establece las

propiedades de aproximaci´ on de (dada una factorizaci´ on particular de ). Afortu-

nadamente, como veremos m´ as adelante, estas aproximaciones sup eriores

de una restricci´ on de reemplazamiento son cerradas ba jo la op eraci´ on ; es decir,

= es una (mejor) cota sup erior de que cada una de ellas p or separado.

T ras la discusi´ on anterior, parece obvio que, mediante combinaciones de restricciones

sensibles al contexto, p o demos aproximar las restricciones de reemplazamiento de

forma m´ as adecuada. Por tanto, es interesante estudiar en qú e medida p o demos

combinar las restricciones p erteneciente s a Γ mediante las op eraciones del ret ´ ıculo,

con el fin de obtener nuev as restricciones que no p ertenecen a Γ . De esta forma,

p o demos definir un nuevo subret ´ ıculo Γ de Γ que contiene Γ (p ero que es to dav ´ ıa

finito). Sea Γ el conjunto

Γ = Γ =

Siendo el ret ´ ıculo Γ distributivo y completo, es sencillo demostrar que Γ expresa

realmente to das las p osibles restricciones de reemplazamiento que pueden obtenerse

mediante combinaci´ on de restricciones sensibles al contexto.

Sin embargo, p o demos dar una formulaci´ on equiv alente, p ero m´ as simple, de Γ .

Σ Γ

Γ = Γ = j

j

j

□

□

□

⊥ ⊤

′

COMP

1 Σ 1

1 Σ 1

1 Σ

1

Σ

Σ

Σ

2 f(g(x,y),g(x,y))

f g f g

⊔⊓ ⊔

⊔⊓

≤ ≤ ∈

≤ ≤ ⊓

≤ ≤

⊔

⊔

⊥ ⊤

⊔

⊔ ⊔⊓

⊔

⊔ ⊔

⊔

⊔

⊔

⊔

′ ′ ⊔

′

′

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

´

ROOT+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT+DECOMP+CONTEXT+REPL

COMP

COMP

{ ∈ | ∃ ⊆ ⊔ ⊓ }

{ ∈ | ∃ ⊆ ⊔ }

{ ∈ | ∃ ⊆

∀ ≤ ≤ ⊓ ∧ ⊔ }

⊑ ⊔ ⊓ ⊑ ⊔ ⊓

⊔ ⊓

⊆

⊔ ⊓

⊆

⊆

⊔

⊆

{ } { } ⊔ ∈

{ } ∈

∈ ∉ { } ∉

Prop osici´ on 15.3.35

Prop osici´ on 15.3.36

Prop osici´ on 15.3.37

Ejemplo 15.3.38 r sc r sc

r sc m j m μ M μ

m j m M

m

j j j m μ

r sc

r sc

r sc μ μ

r sc

r sc

r sc r sc

r sc r sc

r sc

r sc

r sc r sc

r sc

r sc

r sc

r sc

r sc

r sc

μ μ

r sc

γ γ

γ γ γ M , . . . , M M . γ γ

γ M , . . . , M M . γ γ

γ M , . . . , M M .

j j m.μ M γ γ

, , γ , γ , , , , γ , γ , ,

M

M

M

t

μ μ μ μ γ γ γ

O t ϵ, , , . t t t O t

. O t . . O t ϵ, , , . , . γ es un subr et ´ ıculo de .

Si es finito, entonc es tambí en lo es.

pr opio

.

Consider emos el t́ ermino y definamos

y , . Se a . Obser-

vemos que . Se a . Entonc es, a p esar de que y

, tenemos que . Por tanto .

268

Empleando la Prop osici´ on 15.3.7, no es dif ´ ıcil demostrar lo siguiente:

Γ = Γ

.

Γ = Γ =

= Γ =

= Γ

1 = =

= Γ

Por tanto, si deseamos salirnos del ret ´ ıculo Γ empleando combinaciones de las

op eraciones del ret ´ ıculo Γ, es suficiente con utilizar el supremo del ret ´ ıculo; al utilizar

el ´ ınfimo no obtenemos nada m´ as.

(Γ ) (Γ )

Γ Γ

. Por definici´ on, Γ (= Γ ) es cerrado ba jo y , es decir, es un

subret ´ ıculo de Γ. Adem´ as, Γ est´ a en corresp ondencia biun ´ ıvo ca con . Si Γ

es finito, tambí en lo es, luego el n ´ umero de combinaciones p osibles de funciones

de reemplazamiento en es finito, de donde se sigue que Γ tambí en es finito.

Obviamente, Γ Γ . Sin embargo los ejemplos anteriores muestran que Γ es

un sup erconjunto de Γ .

¿Qú e p o demos afirmar acerca de las propiedades de Γ ? T rat´ andose de un

subret ´ ıculo, Γ es cerrado ba jo y . T am bí en p o demos concluir lo siguiente.

Γ Γ

. Por el T eorema 15.3.25 y la Prop osici´ on 15.2.9, tenemos que

Γ Γ . De acuerdo con la Definici´ on 15.3.34 y las

Prop osiciones 15.3.3 y 15.3.6, concluimos el resultado.

Sin embargo, la propiedad no resulta preserv ada p or la op eraci´ on y ello

significa que no p o demos asegurar que Γ Γ , como demuestra el siguiente

ejemplo.

=

( ) = ( ) = 1 ( ) = 2 ( ) = Ø = Γ

( ) = 1 2 1 1 = [ ] 2 ( )

1 1 ( ) 2 1 1 ( ) = 1 2 1 1 2 2 Γ

1

′ ′

□

□ n

μ

c

COMP

DOWN

COMP

1

1

1

2

2

1

1

2

2

1 2

1 2

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on r sc

μ μ

r sc n

γ γ γ

u

r sc

r sc

r sc

r sc r sc

r sc

γ

γ

r sc

c

γ γ γ γ

u

c

c

c

c c

c

⊔

⊔

⊔

↑

′

↑

⊔

↑

′

↑

↑

′

↑

⊔

↑

′

↑

↑

′

↑

↑

′

↑

↑

′

↑

↑

′

↑

⊔⊓

↑

′

↑

⊔

↑ ⊔

↑

↑ ↑

′

⊔

′ ′ ′

′ ′ ′

15.3.7 M´ as op eraciones sobre restricciones de reemplazamien-

to

⊔ · · · ⊔ ∈ ⊓ · · · ⊓

∈ T ∈ T ∈ ∧ ∈ ∈

∈ ∈ ⊑ ⊑

⊑ ⊓ ∈

⊓ ⊓ { } ⊑ ⊓

⊓ ∈ ⊓ ∈

∈

⊔ ⊔

⊔

∈

{ ∈ | ∈ ∧ ∈ | }

⊔

⊔

⊔ ∈ ⊑

⊑ ⊔ ⊑ ⊔

⊔ γ γ γ μ μ μ

C , V t , V u O C v O t u.v O C t

γ γ , γ γ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ , γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ

γ γ

γ γ

γ , γ

O t u.v O t u O t v O t

γ , γ , γ , γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

Prop osicí on 15.3.39

Prop osicí on 15.3.40

Observ aci´ on 15.3.41

Definicí on 15.3.42

Propiedades algebraicas elementales del op erador

Prop osicí on 15.3.43 (Monoton ´ ıa de )

Se a y . Se a

, . Si , entonc es .

Se an y . Si y , entonc es

.

L a Pr op osici´ on 15.3.40 sugier e un ḿ eto do p ar a obtener la me-

jor apr oximaci´ on sup erior p ar a una determinada r estric ci´ on de r e emplaza-

miento : r e alizamos tantas desc omp osiciones de c omo se a p osible de forma que los

factor es verifiquen . Obtendr emos un c onjunto de apr oximaciones sup erio-

r es de . El ´ ınfimo de es , la mejor de to das.

Definimos la op er aci´ on binaria sobr e r estric ciones de r e em-

plazamiento c omo sigue: Se an .

Se an . Si y

, entonc es .

269

Observemos que la Prop osici´ on 15.3.5 implica una forma m´ as d́ ebil de la propiedad

al considerar Γ .

= Γ =

(Σ ) (Σ ) ( ) ( ) ( [ ] )

. Inmediata, empleando las Prop osiciones 15.3.5 y 15.3.7.

El siguiente resultado es una consecuenc ia inmediata del hecho de que Γ es un

subret ´ ıculo de Γ.

Γ Γ

Γ

. Siendo una cota inferior tanto de como de , p or definici´ on

de , es la mayor cota inferior de , luego . Claramente,

Γ y , p or la Prop osici´ on 15.3.35, Γ .

Γ

Γ

Γ

Si empleamos en lugar de sobre restricciones sensibles al contexto, p erdemos

la propiedad . Esto tiene consecuenc ias bastante negativ as que p o demos evitar

a ~ nadiendo una nuev a op eraci´ on a las op eraciones del ret ´ ıculo.

Γ

( ) = ( ) ( ) ( )

Claramente, es un op erador mon´ otono.

Γ

La op eraci´ on es aso ciativ a:

( )

( )

COMP

□

□

□

□ c c c

c

c c

c

c

c

′ ′′ ′ ′′

′ ′′

′

′ ′′

′

′ ′′

′ ′ ′

ROOT

ROOT

ROOT

ROOT

ROOT+COMP

′ ′′

′ ′′ ′ ′′

⊔ ⊔ ⊔

′ ′

′ ′ ⊔

⊔ ⊔

′ ′ ′ ′

′

⊔ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

′

⊔

⊔

´

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on c

c c c c

γ γ γ γ γ γ

u

γ γ

u γ

u.v

γ γ γ

u.v

γ γ γ

c

c

γ

γ γ γ γ

c

c

c

c c

c

c

c

c γ γ

γ γ

u γ γ γ γ

c

Si , entonc es

Se an . Si , entonc es y

.

Si , entonc es .

no

Si , entonc es .

⊔ ∈

⊔ ⊔ ⊔ ⊔

{ ∈ | ∈ ∧ ∈ | }

{ ∈ | ∈ ∧ ∈ | ∧ ∈ | }

{ ∈ | ∈ ∧ ∈ | }

∈ ∈ ⊑ ⊔ ⊑

⊔

∈ ∈

∈ ⊆ ⊑ ⊔

⊔

⊔

∈ ⊔ ⊑ ⊔

⊑ ⊔ ⊑ ⊔

⊔ ⊔

⊔

∈ ⊔

⊑ ⊔ ∈

∈ ∈ | ∈ ⊆

⊔ ⊑ on 15.3.44 (Aso ciatividad de )

Prop osici´ on 15.3.45

Prop osici´ on 15.3.46

Prop osici´ on 15.3.47 γ , γ , γ

γ γ γ γ γ γ .

O t u.v O t u O t v O t

u.v .w O t u O t v O t w O t

u.v .w O t u.v O t w O t

O t

γ , γ γ γ γ γ γ

γ γ

γ ϵ O t t

u O t O t O t γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ u.v O t

u O t v O t u.v O t O t O t

γ γ γ

270

Γ

( ) = ( )

.

( ) = ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( )

= ( )

Esto completa la demostraci´ on.

T ambi ´ en se verifican las siguientes propiedades.

Γ Γ

. Dado que Γ , ( ) para to do t́ ermino . Luego para

to do ( ), tenemos que ( ) ( ); es decir, . De forma

similar concluimos la otra implicaci´ on.

El op erador , cuando act ´ ua sobre restricciones de reemplazamiento p ertenec ientes

a Γ , siempre pro duce una restricci´ on que acota sup eriormente a la obtenida

mediante .

Γ

. Por la Prop osici´ on 15.3.45, y , es decir,

es una cota sup erior tanto de como de . Puesto que es la menor de

entre las cotas sup eriores de y , se sigue la conclusi´ on.

En general, es conmutativ a ni idemp otente. Sin embargo, tenemos la siguiente

propiedad.

Γ =

. Por la Prop osici´ on 15.3.45, . Sea ( ) tal que

( ) y ( ). Por , ( ). Por tanto, ( ) ( ), o

sea, . Esto concluye la demostraci´ on.

□

□

□ c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

′

′ ′

′

′ ′

′

′

′

′

′

′ ′

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′

′ ′

′ ′

′ ′ ′

′ ⊔

⊔

′ ′

⊔

′ ′ ′

′ ⊔ ′

′ ⊔

′ ′

⊔

′

⊔ ′

′ ⊔

′ ′

′ ′

⊔

′ ′ ′ ′

′

⊔

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Si ( ), entonc es (

).

Si y , entonc es

.

Si , entonc es .

Si , entonc es .

Si y , entonc es

.

⊔

∈ ∈ ⊔ ∈ ∈

∈ ⊔ ∈

⊔ ⊑ ⊔ ⊔ ∈

∈ ∈ ∈

∈ | ∈ ∈ |

∈

⊔

∈ ∈ ⊔ ∈

∈ ∈ ∈

∈

∈

∈ | ∈

∈ ⊔ ∈

∈ ∈ ∈

∈ | ∈ ∈

| ∈

∈ | ∈ ∈ |

⊔

∈ ⊔ ∈

∈ ∈ ⊔ ∈

∈ ∈ ∧ ∈

| ∈ ‖ ‖

‖ ∈ ∈

∈

ROOT REPL

REPL

DECOMP CONTEXT

DOWN

ROOT

SUBTERM

SUBTERM

ROOT+DECOMP

CONTEXT REPL

CONTEXT c

c

c c

γ γ

u.v γ

u.v

γ

u.v u γ

u.v γ

u.v u

γ γ

u.v

c

c

γ γ

u γ

u γ

γ

γ γ

u

γ

u u γ γ

u

c

γ γ

u γ

u γ

γ

v

γ γ

v γ

γ

u u γ γ

u u

c

c

c

γ γ γ

γ

u

γ γ

v

γ γ

v

ROOT REPL ROOT

REPL

ROOT ROOT

ROOT

REPL

DOWN ROOT+DOWN

DOWN

ROOT+SUBTERM SUBTERM

ROOT

ROOT

ROOT+DECOMP ROOT+DECOMP

CONTEXT+REPL CONTEXT

CONTEXT

Preserv aci´ on de las propiedades b´ asicas

Prop osicí on 15.3.48

Prop osicí on 15.3.49

Prop osicí on 15.3.50

T eorema 15.3.51

Prop osicí on 15.3.52 γ , γ γ γ

γ , γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ , γ u.v O C t u O C t

v O C t u O C s v O C s

u.v O C s

γ γ γ γ

u.v O C t u O C t v O t

u.v v < v v O t

u.v O C t u < u

ϵ O C t u O C t

γ , γ γ γ

u.v O C t u O C t v O t

v v .w w O t γ w

O t u u .w v O t

w O C t γ w .v O C t

γ , γ γ γ

γ γ γ γ

u.v O C u O C v

O C v O C u.v v u v u < v

u v u O C u O C t

u.v O C t

271

La op eraci´ on preserv a y .

Γ Γ Γ

Γ

. Si Γ , p or la Prop osici´ on 15.3.3, Γ .

Puesto que, p or la Prop osici´ on 15.3.46, , obtenemos que Γ .

Si Γ , consideremos ( [ ] ) tal que ( [ ] ) y

( [ ] ). Por , ( [ ] ) y ( [ ] ), lo que significa

que ( [ ] ).

Sin embargo, y no son preserv adas p or la op eraci´ on . No

obstante, se preserv an (de forma combinada) algunas propiedades interesantes.

Γ Γ

Γ

. Sea ( [ ] ) tal que ( [ ] ) y ( ). Si

tomamos con , entonces, p or , tenemos que ( ). Por tanto,

( [ ] ). Se consideramos , entonces, empleando , tenemos

que ( [ ] ). Por tanto ( [ ] ).

Γ Γ

. Sea ( [ ] ) tal que ( [ ] ) y ( ).

Si = , p or tenemos ( ). Puesto que Γ ,

( ). Sup ongamos que = . Puesto que ( ) y

, p or , se

tiene ( [ ] ) y

, dado que Γ , tenemos ( [ ] ).

Por tanto, preserv a .

Γ Γ

T ambi ´ en se verifica una propiedad similar para y .

Γ Γ

Γ

. Si ( ), p o demos asumir que ( )

( ). Sea ( ) y . Deb emos considerar dos casos: y .

Si , entonces, puesto que ( ), p or , ( [ ] ) y

( [ ] ).

1

1 Σ

□

□

Demostraci ´ on

′

′

′

′

′

′

′

′

⊔

′

⊔

′

⊔

′ ′

′

′

′

′

′ ′

⊔

′ ′

′ ′ ′

′

′ ′ ⊔

⊔

′

′ ′

⊔

⊔

⊔

⊔

⊔

⊔

REPL

CONTEXT

CONTEXT+REPL

CONTEXT+REPL CONTEXT+REPL c

μ c

μ

μ μ μ μ μ μ

μ μ μ r sc

μ

μ r sc

μ

μ μ

μ μ

μ

c

c

c

c

n

c f

g f g f(g(f(x)))

f(g(f(x))) f(g(f(x)))

f(g(f(x))) g(f(x))

´

∈ ‖

∈ | ∈

⊔

∈ ⊔ ∈

⊔

∈ ⊔ ⊑ ⊔

∈

∈ ∈ | ∈ ∈ |

∈

⊔ ⊔

{ } { }

∈

• ∈ ∉

• ∈ ∉

• ∉

∉

⊔

⊔

⊔

{ ∈ | ∃ ∈ ⊔ · · · ⊔ }

⊆ γ

v

γ

v u γ γ

v

c

c

c

r sc

r sc c r sc

μ μ γ γ

γ γ

u γ γ

u

γ γ γ

c r sc

γ γ

γ γ

γ γ

γ

γ γ

r sc

c

r sc

c

r sc

r sc n μ c c μ

r sc

r sc u < v u O C t v u.w w v

v O C t u.v O C t

γ , γ γ γ

γ , γ γ γ γ γ

μ μ

γ γ γ γ γ γ u.v O

u O t v O t u O t v O t

u.v O t O t

μ μ μ

μ μ μ t

. . O t

ϵ O . . O

O . O

. , . . O t

. . O t

γ μ , . . . , μ M . γ γ γ

T eorema 15.3.53

La op eraci´ on y las restricciones de reemplazamien to sensibles al con-

texto

Prop osici´ on 15.3.54

Ejemplo 15.3.55

Definicí on 15.3.56

Si , entonc es

Si , entonc es .

Se an y dos funciones de r e emplazamiento tales que

, y , . Consider emos el t́ ermino .

Se tiene que p er o

mientr as que .

mientr as que .

.

Lue go .

Se a una signatur a. El c onjunto se define c omo sigue:

272

Si p or , ( [ ] ). Por tanto = y . Entonces, p or

, ( [ ] ). Por tanto, ( [ ] ).

De esta forma, preserv a .

Γ Γ

Siempre que consideremos combinaciones de restricciones de reemplazamiento en Γ ,

se verifica lo siguiente.

Γ

. Sean y las funciones de reemplazamiento corresp ondientes

a y resp ectiv amente; es decir, = y = . Sea tal que

( ) y ( ). Luego ( ) y ( ). Por la Prop osici´ on

3.2.1, ( ) = ( ).

Mediante un ejemplo mostramos que, en general, las op eraciones y difieren

cuando se aplican sobre restricciones sensibles al contexto.

( ) =

1 ( ) = Ø ( ) = Ø ( ) = 1 =

1 1 1 ( )

( ) 1 1 1 ( )

1 ( ) 1 1 ( )

1 1 1 1 1 ( )

1 1 1 ( )

El ejemplo anterior demuestra que la op eraci´ on es mucho m´ as p otente (en el

sentido de ‘crear’ nuev as p osibilidades de reemplazamiento) que .

Por tanto, p o demos definir un conjunto Γ en el que combinaremos restricciones

sensibles al contexto mediante la op eraci´ on .

Σ Γ

Γ = Γ =

Claramente, Γ Γ . Los resultados anteriores nos p ermiten caracterizar este

conjunto como sigue.

□

□

□

+ +

+ + c

c

c

c

p q

p

c q p q

⊔

⊔

⊔⊔ ⊔

⊔⊔

−

− −

− −

− −

⊔

1 1

+

+

0

1 1

+

1

+

+ +

1+

1 1

1 1

1 1+ +

+

+

+

ROOT+DECOMP CONTEXT+REPL

COMP

COMP

COMP

COMP

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

⊆

⊆

⊔

{ ∈ | ∃ ∈ ⊔ · · · ⊔ }

⊆

⊔

⊔

∈ →

⊔

⊔

{ }

∈ ⊔

⊔ ⊔

⊔ ⊔ ⊔ ⊔

⊔ ⊔ ⊔ ⊔

⊔ ⊔ ⊔

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈ ⊆

⊔

.

Se a . Definimos la op er aci´ on c omo sigue:

donde

y, p ar a to do

Par a to do , .

Si , entonc es .

ROOT+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT+DECOMP+CONTEXT+REPL

ROOT+DECOMP+CONTEXT+REPL

COMP r sc

r sc

r sc

c

r sc n

r sc c c n

r sc

c

c

n> n

n

c n

n

p

c q p q

p

c q

c q q

p

c p p

c q

c p

c q

c p

c q

c p

c q

c p

c q

c p q p q

γ

u γ

γ

u γ

γ γ

u γ

u γ

u

c

T eorema 15.3.57

Recup eraci´ on de la propiedad mediante

Definicí on 15.3.58

Prop osicí on 15.3.59

Prop osicí on 15.3.60 γ γ , . . . , γ . γ γ γ

γ

γ

γ γ

γ γ n > , γ γ γ ,

γ , . . . , γ , . . .

γ

p, q γ γ γ

p p γ γ γ γ γ

p > γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ γ

u O C t v O t

p, q u O C t v O t

u.v O C t O C t O C t

273

Γ Γ

. Por el T eorema 15.3.25 y la Prop osici´ on 15.2.9, tenemos que

Γ Γ . Por definici´ on de Γ y las propiedades de

preserv aci´ on de y para (T eoremas 15.3.51 y

15.3.53), concluimos el resultado deseado.

T ambi ´ en p o demos considerar el conjunto

Γ = Γ Γ =

para el cual se verifica que Γ Γ .

La op eraci´ on puede utilizarse para ‘intro ducir’ la propiedad en una restric-

ci´ on de reemplazamiento .

Γ : Γ Γ

=

= 1 =

Observemos que la descrip ci´ on de la op eraci´ on dada en la Definici´ on 15.3.58 es

consistente puesto que, siendo Γ un ret ´ ıculo completo, el conjunto

tiene un supremo que es .

I N =

. Por inducci´ on sobre . Si = 1, entonces = = .

Si 1, p or definici´ on, = . Luego = ( ) . Por la

Prop osici´ on 15.3.44, ( ) = ( ). Por la hip´ otesis de inducci´ on,

( ) = = .

A partir de las definiciones anteriores, obtenemos el siguiente resultado, que formaliza

la idea de que es la op eraci´ on de cierre aso ciada a la propiedad .

Γ Γ

. Sea ( [ ] ) y ( ). Por definici´ on de , existen

n ´ umeros naturales tales que ( [ ] ) y ( ), luego, p or la Prop osici´ on

15.3.59, ( [ ] ) = ( [ ] ) ( [ ] ).

La op eraci´ on deja inalteradas las restricciones de reemplazamiento que ya satisfa-

cen la propiedad .

↑

′

′

′

□

□

⊐

⊐

□

1

1

1 1 1

1

1

1 1

1 1

1

1

+

1 1 n

n

n n n

n

n n n

n n

n

n

μ

j

μ

μ

n n

+

+

0

0

+

+

+

1

+

+

0 0

+

+ +

+

1

+

Ω

+

Ω

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

Si , entonc es .

Si , entonc es .

abstr aer

Si , entonc es .

.

´

ROOT+COMP

ROOT+DECOMP

ROOT+DECOMP

ROOT+DECOMP

ROOT+DECOMP

∈

⊔ ⊔

⊔

⊔ ⊔

∈ ∈

∈

∈ ⊔· · ·⊔

⊑

⊔ · · · ⊔ ⊑ ⊔ · · · ⊔ ⊔

⊑

⊑ ⊔

⊔ ⊑ ⊔

∈

⊔ · · · ⊔ ∈

∈ ∉ ≤ ≤ ∈

∈ ∈

∈

∉ ∉

⊔ · · · ⊔

∈

⊔

⊔

⊔

⊔···⊔

⊔···⊔

⊔···⊔

⊔···⊔

⊔···⊔ ⊔···⊔

⊔···⊔ ⊔···⊔

⊔···⊔

⊔···⊔

′

′

′

⊔···⊔ on 15.3.61

T eorema 15.3.62

Prop osici´ on 15.3.63

T eorema 15.3.64 n

n> n

n>

c

r sc

r sc

r sc

r sc

r sc μ

r sc n μ μ

μ μ

μ μ μ r sc r sc μ μ μ c

m m

μ μ

m

μ μ μ μ m

μ μ

m> m

m> μ μ μ μ

μ μ

μ μ r sc

μ n

j

γ

γ

γ γ

γ

μ μ μ r sc r sc μ

r sc γ γ γ

n γ γ γ γ

γ γ

γ γ

γ γ γ

γ μ , . . . , μ γ γ γ

γ γ γ

γ γ γ γ γ

m > γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

γ γ γ

μ γ γ μ μ μ f

i μ f i μ f μ j j n i μ f

t f t i O t i O t

γ i O t O t

i μ f i O t

γ γ γ

γ

γ

274

Γ =

. Por inducci´ on, y aplicando la Prop osici´ on 15.3.47, se demuestra

que, para to do , = . Por idemp otencia de , se obtiene = =

= .

Puesto que Γ es cerrado ba jo y (T eorema 15.3.51 y Prop osici´ on

15.3.3), la Prop osici´ on 15.3.60 junto con el T eorema 15.3.25 establece una conexi´ on

interesante entre Γ y Γ .

Γ Γ

. Inmediata, p or la Prop osici´ on 15.3.60 y el T eorema 15.3.25.

Por tanto, es p osible to do el conjunto Γ empleando Γ como

dominio abstracto y como funci´ on de abstracci´ on. En particular, al considerar el

sub conjunto Γ , obtenemos lo siguiente:

Γ =

. Puesto que Γ , existen tales que = .

En primer lugar, demostramos que . Por la Prop osici´ on 15.3.9, =

= . Por monoton ´ ıa de (Prop osici´ on

15.3.43), para to do 0 tenemos que . Por la Prop osici´ on 15.3.47,

= . Por tanto, y

, debido a la idemp otencia de ,

= = .

Ahora demostramos que lo cual nos llev ar´ a a la conclusi´ on desea-

da. Sup ongamos que . Puesto que, p or el T eorema 15.3.62, Γ ,

sea tal que = . Sea = . Entonces, existe un Σ tal que

( ) e ( ). Por definici´ on de , existe un , 1 , tal que ( ).

Por tanto, si = (

~

) tenemos que ( ), es decir, ( ) y

, p or la Prop osi-

ci´ on 15.3.45 y p or definici´ on de , tenemos ( ) = ( ). Sin embargo, si

( ), entonces ( ), lo cual llev a a una contradicci´ on.

Dado que = , p or la Prop osici´ on 15.3.30 obtenemos

la conclusi´ on.

A partir de la caracterizaci´ on de dada al final de la Secci´ on 15.2.1 obtenemos el

siguiente resultado, que es una consecuencia inmediata del T eorema 15.3.62.

Γ

c

□

□

′

′

′

↑

′ ′

COMP

COMP

COMP

REPL

REPL

REPL

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

( )

( )

( ) ( ) (Σ )

(Σ ) ( )

( ) ( )

+

( )

( ) ( )

R

R

R

′ ′

′

R R T

T R

R R

R

⊒

⊑ ⊒

′ ′

∗ ∗

′

′ ′ ∗

∗

′

∗

R

∗

R ⊔

15.4. PROPIEDADES DE LA REESCRITURA RESTRINGIDA

γ

γ

γ γ ,V

,V γ

γ γ

γ

μ

γ

u v

u u.v

u

u u

v

v γ

γ

u u u.v u u.v

u

γ

u

u u

c

γ

u

γ u

γ γ u

→ R

→

R

→

R ∈ ⊑

R R

→ →

→

→ → →

∈

⊑ R

R ∈ ∈ T

∈ → → ∈

→ →

→ | ∈ ∈

| →

∈ ∈ → →

→

⊔

R ∈ ∈ ∈ T

∈ → →

15.4 Propiedades computacionales de la reescritura

restringida

Prop osicí on 15.4.1 ( -terminací on)

Prop osicí on 15.4.2

Prop osicí on 15.4.3 γ

γ

γ γ

γ

γ γ , γ γ γ

γ γ

S T h id

id

γ

γ

α γ γ

γ α γ γ α γ

, R γ C , t , V

u O C t t t C t C t γ

t s C t C s

t s t v O t u.v

O C t C t C t C t

γ u O C t t t s

C t C s

, R γ γ C , t , V

u O C t t s C t C s rsc

Se a un SR

TE y tales que .

Si es -terminante, entonc es es -terminante.

rsc

sc

Se a un SR

TE, y . Si

y , entonc es . Si, adem´ as, , entonc es

implic a .

Se a un SR

TE, , y .

Si y , entonc es .

275

En esta secci´ on analizamos algunas propiedades computacionales de la relaci´ on de

reducci´ on inducida p or un SR

TE ba jo una restricci´ on de reemplazamiento

. Por analog ´ ıa con las propiedades corresp ondientes de la relaci´ on de reescritura ,

las denominaremos, como ya hicimos en el caso de la , precediendo el nombre que

identifica la propiedad con la restricci´ on de reemplazamiento involucrada. Por tanto,

hablaremos de la -confluencia, -terminaci´ on, etc., de un SR

TE refirí endonos a

la confluencia, terminaci´ on, etc., de la relaci´ on . A continuaci´ on analizamos el

pap el desemp e ~ nado p or las propiedades b´ asicas de la Secci´ on 15.2 en la caracterizaci´ on

de las propiedades computacionales de la -reescritura.

Γ

. Hacemos = , = y = en el T eorema

5.1.2. La Prop osici´ on 15.3.2 asegura que es un homomorfismo entre

y y , p or tanto, entre y .

T rivialmente, si un SR

T es terminante, tambí en es -terminante para to da restricci´ on

Γ. Sin embargo, si un SR

T es terminante, emplear una restricci´ on de reemplaza-

miento para mejorar la terminaci´ on no tiene ning ´ un sentido. No obstante, dado que

existen criterios efectivos para demostrar la terminaci´ on de la (Cap ´ ıtulo 5), p o de-

mos utilizar la aproximací on sup erior ( ) = para demostrar la terminaci´ on

puesto que, siendo ( ), es -terminante si es ( )-terminante.

La propiedad est´ a relacionada con la preserv aci´ on de la reescr itura restrin-

gida al tener ´ esta lugar en contextos reemplazantes.

= (Σ ) Γ (Σ )

( [ ] ) [ ] [ ] Γ

[ ] [ ]

. Si , entonces es un redex y ( ). Por ,

( [ ] ). Por tanto, puesto que ( [ ] ) es un redex, tenemos que [ ] [ ] .

Si Γ , entonces ( [ ] ). Por tanto, si , aplicando ahora

inducci´ on sobre la longitud de la deriv aci´ on, tambi ´ en tenemos que [ ] [ ] .

La siguiente prop osici´ on establece una propiedad interesante de que emplearemos

m´ as adelante.

= (Σ ) Γ Γ (Σ )

( [ ] ) [ ] [ ]

□

□ c

c

′

′

′

′ ′

′

( )

( )

( )

( )

REPL

SUBST γ v

γ

γ γ γ γ

u

u γ γ u γ

u

u u

′

∗

R

R

′ ∗

R

⊔

R ⊔

′ ′

∞

∞

∗

′

′ ′

SUBST

est est

fn val

fn val val

´ on

Demostraci ´ on

→ →

→ ∈ ∈

→ ∈ ∈

→ R ∈

∈ ∈ T → →

T → P T

B

B ⊆ C

T → P T

∈ ⊆

⇔ ∈ →

∈

∈

⊑

15.4.1 Completitud de la reescritura restringida

´

n γ n

n > t s t

t s v O t u.v O C t

C t C t γ u O C t

, R γ

σ , V t , V t s σ t σ s

S , V , V

t

S t

t t t

t

t t t

S , V , V

γ γ S t T S t

T S t s T t s

γ S

t γ s S t

t

γ γ , γ

γ γ γ S γ S

Prop osici´ on 15.4.4 (Estabilidad de )

Definicí on 15.4.5 (Completitud de una restriccí on de reemplazamien to)

on 15.4.6 (Monoton ´ ıa de la -completitud)

Se a un SR

TE, ,

Subst y . Si , entonc es .

sem´ antic a de r e escritur a

Dada una sem´ antic a y una r estric ci´ on de r e emplaza-

miento , de cimos que es -c ompleta si p ar a to do , existe un c on

tal que, p ar a to do , .

Se an tales que

. Si es -c ompleta, entonc es es -c ompleta.

276

. Por inducci´ on en la longitud de la -deriv aci´ on. Si = 0

es inmediato. Si 0, escribimos la deriv aci´ on como sigue:

. Puesto que ( ), tenemos que ( [ ] ). Por tanto,

[ ] [ ] . Dado que Γ , tenemos que ( [ ] ). Entonces,

p or la hip´ otesis de inducci´ on, obtenemos la conclusi´ on deseada.

implica la estabilidad de la reescritura restringida.

= (Σ ) Γ

(Σ ) (Σ ) ( ) ( )

. Similar a la anterior.

Para expresar el hecho de que a un t́ ermino se le puede aso ciar un conjunto de t́ erminos

(p osiblemente v ac ´ ıo) p erteneciente s a una familia can´ onica, emplearemos una funci´ on

: (Σ ) ( (Σ ))

(que llamaremos una ) que a cada t́ ermino le asigna un con-

junto de t́ erminos ( ) p ertenec ientes a una determinada familia can´ onica de t́ erminos

(p osiblemente infinitos) que pueden obtenerse mediante reescritura (no restringida) a

partir de . Por ejemplo, la sem´ antica aso cia a cada t́ ermino el conjunto ( )

de sus formas estables. An´ alogamente, y aso cia a cada t́ ermino el conjunto de

sus formas normales ( ) y v alores ( ) resp ect iv amente. Escribimos - ( ) si nos

limitamos a alg ´ un sub conjunto de s ´ ımb olos constructores para definir los v alo-

res de inteŕ es. Ahora p o demos definir una no ci´ on de completitud de una restricci´ on

de reemplazamiento relativ a a una familia de formas can´ onicas.

: (Σ ) ( (Σ ))

Γ ( )

= Ø ( ) = Ø

Es decir, una restricci´ on de reemplazamiento es -completa si, para to do t́ ermino

, somos capaces de obtener, mediante -reducc i´ on, alg ´ un t́ ermino can´ onico ( )

esp ecificado p or la sem´ antica de . La siguiente prop osici´ on resulta evidente tambi ´ en.

Γ

□

□

□

ROOT com com

μ c

μ

μ est val

val

est

est

val val

( )

( )

( )

1

( )

+

( )

1

( )

1 1

1 1

1 1

B

R

B

R

B

R

B

B

′

′

B

′

B

B B B B B

B

B

′

B

′

′

B

Demostraci ´ on

Demostraci ´ on

T eorema 15.4.7

Prop osicí on 15.4.8

R

B

R

B

′ ′

∗

∗

R

′ ∗

R

∗ ∗

R

∗

∗ ∗

∗

R

B

∗

R ⊔

′

′

′

R

≤ ≤

R

B

′

R R c r sc

com

μ c μ

μ μ r sc μ

μ c

γ μ r sc

γ

γ

k

i i i

γ i

ar c k

γ γ

c μ c

μ c μ c μ c μ c μ c

c

μ c

μ c n n

n γ

i n i γ

i

γ γ γ

γ γ

k n γ

i

i i i

⊔ ⊔

⊔ ⊔

R C ⊎ F B ⊆ C ∈

T B ∈ ⊔ B

→ { } B

∈ ∪

→ ∈ ⊆

⊑ →

→ → →

→ →

B { } B →

≤ ≤ ∈ B

∈ B →

⊔ ⊔

⊔ ⊔ ⊔ ⊔ ⊔

⊔

⊔

R C ⊎F B ⊆ C ∈

⊔ ⊆ T B ⊎ { } ∈

∪

∈ ∈ B

∈ F

∈ F { }

∈ ≤ ≤

Se a un SR

TE c onfluente, y

. Se a -c ompleta. Si , entonc es es - -c ompleta.

Se a un SR

TE, y . Se a

y , donde CCM . Se an

las o curr encias de en . Entonc es, .

μ μ

γ γ γ γ γ

μ

, R , R δ

, V γ γ γ γ γ

t δ δ t

δ

δ V δ t γ

t δ γ

γ γ t δ

δ c δ γ

t δ t s δ s

c r oot s r oot δ

t c s , . . . , s δ

s δ s δ

i k c μ c

c c s , . . . , s δ

γ γ

γ γ γ γ γ γ γ γ γ

γ γ γ

, R , R γ γ

γ γ t C t , . . . , t C t , V u , . . . , u

O t t , . . . , t t O t u .O t

C t C x V C c t x t c

C r oot t μ f

f O t ϵ γ O t O t

O t O t C

c C , . . . , C u , . . . , u O t u i n

v v < u

277

Al disp oner del op erador (m´ as restrictivo que , de acuerdo con la Prop osici´ on

15.3.54) surge otra v ´ ıa de soluci´ on al problema de la ṕ erdida del comp ortamiento

terminante al pasar de la funci´ on de reemplazamiento a la funci´ on para

obtener la ev aluaci´ on completa de una expresi´ on inicial que ya fue discutido en el

Cap ´ ıtulo 11. Ahora p o demos emplear en vez de =

(donde es como en la Definici´ on 11.1.3).

= (Σ ) = ( )

( ) Γ =

. Sea para alg ´ un = - ( ) (p or confluencia, deb e

tratarse de un conjunto unitario). Realizamos la demostraci´ on p or inducci´ on sobre la

estructura de .

Si Σ , entonces es la ´ unica forma estable de . Dado que es -completa,

tenemos que . Puesto que Γ Γ , p or la Prop osici´ on 15.3.45,

. Por tanto, p or la Prop osici´ on 15.4.6, tenemos que .

Si = (

~

), puesto que es -completa, p o demos descomp oner la deriv aci´ on

como , donde es una forma estable constructora cuyo

s ´ ımb olo constructor en cab eza = ( ) coincide con ( ) (p or confluencia). Sea

( ) . Por la hip´ otesis de inducci´ on, dado que, p or confluencia,

- ( ) = y

, p or definici´ on de - -completitud, tenemos que para

to do 1 . Dado que los argumentos de son reemplazantes (pues ( ) =

I N para to do ), p or la Prop osici´ on 15.4.3, ( ) . Por

aso ciatividad de (Prop osici´ on 15.3.44) y p or la Prop osici´ on 15.3.47, =

( ) = ( ) = = . Esto completa la demostraci´ on.

Este resultado prop orciona sop orte formal para la utilizaci´ on pr´ actica de la op eraci´ on

. La siguiente prop osici´ on asegura que ning ´ un redex no deseado v a a ser considerado

al utilizar en lugar de .

= (Σ ) = ( ) Γ =

= [ ] [ ] = ( ) ( )

( ) ( ) = ( )

. Por inducci´ on sobre la estructura del contexto constructor com ´ un

[ ] de . Si [ ] = , o [ ] = entonces = o = y el resultado

es inmediato. Si [ ] = , entonces ( ) , puesto que ( ) = Ø para to do

, tenemos que ( ) = . Por definici´ on de , deb e ser ( ) = ( ).

Entonces ( ) = ( ), lo que p ermite concluir el resultado deseado. Si [ ] =

( [ ] [ ]), se tiene que ( ). Dado un , para 1 ,

sab emos que no hay ninguna o currencia de un redex tal que , puesto que

B i

□

[ ]

( )

′

R R

R

R

SUBST

V

val

COMP v c

c

μ c

γ γ γ

γ u,α

γ γ

γ

γ γ

γ

x γ

x x γ

x

| ∈ B ⊔

⊔

∗ ∗∗

B ⊔

∈ ⇒ \ ⊆

R ∈

→ → ∈ ∈ \

\ \

R ∈ →

∈

∈ R

→ ∈

∈

Definicí on 15.4.9

Definicí on 15.4.10

15.4.2 Confluencia de la reescritura restringida

´

r oot t γ

γ γ

γ

γ

γ

γ

v O t v A O s

, R γ γ

A t s α l r R v O t v A

v A v A v A

γ

γ

, R γ α l

r R γ

x V ar l O l O l O r O r

γ l r R

γ

γ

γ

l hs γ r hs

γ rsc

p ar al lel

moves lemma

rsc

p ar al lel moves lemma

Se a un SR

T y . Dada una -derivaci´ on ele-

mental , donde y , el c onjunto de

de p or es .

rsc

Se a un SR

T y . De cimos que

tiene si, p ar a to-

da , y . El SR

T tiene variables

-r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da si to das sus r e glas tienen

variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da

278

( ) . Por la hip´ otesis de inducci´ on y p or definici´ on de y de , obtenemos

la conclusi´ on deseada.

Por tanto, empleando obtenemos un ḿ eto do alternativo (a la transformaci´ on )

para evitar las contracciones de redexes in ´ utiles o que puedan iniciar secuencias de

reducci´ on infinita en los pasos marcados con ( ) o ( ) en los Ejemplos 11.2.1 o 11.2.2;

el T eorema 15.4.7 asegura la - -completitud de en el c´ omputo de v alores.

En esta secci´ on analizamos el efecto de incluir restricciones de reemplazamiento en la

confluencia de la relaci´ on de reescr itura. De forma similar a lo realizado para la ,

obtenemos un resultado sobre -confluencia mediante la generalizaci´ on del

(Lema 2.3.9).

De forma similar a como se estudi´ o la confluencia fuerte para la en la Secci´ on

6.3, analizamos los requisitos que una restricci´ on de reemplazamiento deb e reunir

para p o der aplicar el a la -reesc ritura (paralela). En primer

lugar, necesitamos mantener en las deriv aciones -restr ingidas la propiedad siguiente:

( ) ( )

donde la notaci´ on empleada se refiere a la siguiente definici´ on.

= (Σ ) Γ

: : ( )

residuos =

De forma similar a la , un residuo de un redex -reemplazante no tiene p orqú e ser

-reemplazante (ver el Ejemplo 6.3.2). Por el momento, exigiremos tambí en que los

SR Ts considerados p ertenez can a la clase determinada p or la siguiente definici´ on.

= (Σ ) Γ :

v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda

( ) ( ) = ( ) ( ) = ( )

De los SR

Ts con v ariables -reemplazantes homoǵ eneas p or la izquierda se esp era

que verifiquen la siguiente propiedad: las instancias de v ariables -reemplazantes en

las ’s son -reemplazantes en las ’s. V eremos que para que se verifique esta

propiedad p o demos imp oner (como condici´ on suficiente) que Γ . Adem´ as,

nos p ermite disp oner de esta propiedad en el interior de cualquier contexto.

[ ]

( )

R R

R

R

R

R

R

Demostraci ´ on

Prop osicí on 15.4.11

SUBTERM SUBST

CONTEXT

REPL γ γ

γ γ

γ γ γ

u

γ γ

γ

γ

γ u,α

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

∈

\

\ ⊆ \ ⊆

\ \

∈

∈

∈ ∈

∈

∉

∈ R

→ → ∈ ∈

\ ⊆

∈ ‖

\ { } ⊆ ∈

COMP+SUBST

SUBTERM+SUBST

SUBTERM

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

CONTEXT γ

γ

B A

v A O s U A O s

B A U A

l hs

γ

γ

γ γ

γ

γ l hs

l hs γ

C t C σ l

γ u.v O t v O l

v O σ l

v O σ l

γ , R

γ γ

A t s γ α l r R v O t

v A O s

i ii iii

γ

i

A u O t u v

v A v O s γ

ii

γ A v < u no

rsc

Se a tal que

es -orto gonal y tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da. Se a

una -derivaci´ on elemental, donde y .

Entonc es .

de ducir

deb ajo

279

Al considerar SR

Ts con v ariables -reemplazantes homog ´ eneas p or la izquierda

(con Γ ), los residuos de redexes reemplazantes son reemplazantes.

Entonces, las extensiones usuales de la no ci´ on de residuo son correctas. En particular,

el concepto de deriv aci´ on residual . Ciertamente, si no p o demos asegurar que

( ), no p o dremos asegurar que ( ). Puesto que la deriv aci´ on

residual contrae el conjunto , dicha deriv aci´ on no estar ´ ıa bien definida

si este conjunto contuviera redexes no reemplazantes.

La contracci´ on de o currencias de redexes relativos a SR

Ts ortogonales elimina

otros redexes ya presentes . Esto es as ´ ı p orque las ’s de las reglas no definen pa-

res cr ´ ıticos que p o dr ´ ıan destruirlos. Con relaci´ on a los -redexe s, tambí en p o demos

asegurar esta propiedad si prohibimos (mediante ) el reemplazamiento de redexes

que p o dr ´ ıan definir pares cr ´ ıticos. Las no ciones de par -cr ´ ıtico y SR

T -ortogonal

son completamente an´ alogas a las definiciones dadas para la (Definiciones 6.1.5

y 6.3.3). De nuevo, para hacer op erativ as estas definiciones de mo do que se consi-

gan las propiedades esp eradas, p o demos imp oner como condiciones suficientes que

las restricciones de reemplazamiento involucradas satisfagan Γ .

Esto asegura que las o currencias no -reemplazantes de las ’s no se convierten en

reemplazantes en las instancias de la . Por otro lado, Γ asegura que

esta propiedad se mantiene cuando las o currencias de redexes est´ an situadas en un

contexto [ ] cualquiera. Si existiera un t́ ermino = [ ( )] donde se encontrara un

-redex situado sobre una o currencia ( ), con ( ) tal que se definiera

un par cr ´ ıtico, entonces, p or la propiedad , ( ( )). Pero

asegura que ( ( )) y llegamos a una contradicci´ on.

A continuaci´ on establecemos que el conjunto de condiciones impuestas para los

programas y las restricciones de reemplazamiento implican el resultado deseado.

Γ = (Σ )

: : ( )

( )

. Seguimos los apartados etiquetados con ( ), ( ) e ( ) de la defi-

nici´ on de residuo (Definici´ on 2.3.8) para qú e propiedades de las restricciones

de reemplazamiento son suficientes para preserv ar la propiedad de que los residuos de

redexes -reemplazantes tambí en lo sean.

1. A partir de ( ), exigimos puesto que, tras el reemplazamiento reali-

zado p or la deriv aci´ on a la o currencia ( ) tal que , deb e tenerse

= ( ). Si Γ , esta condici´ on se verifica.

2. De acuerdo con ( ), exigimos . De esta manera, el reemplazamiento reali-

zado p or la -deriv aci´ on elemental que, puesto que , tiene lugar

□

R

R

1

1

1

( )

+

+

Lema 15.4.12

T eorema 15.4.13 v

u.w

γ γ

u γ

γ

w γ

γ

u

w

γ γ

γ γ γ γ γ γ

γ

γ γ γ γ γ γ

γ

|

R

∈

|

∈ ∈ | ∈

∈ | ∈ R

∈ |

|

R ∈ R

\ \

∈

\ \ \ \

→

→ ‖ → ∈

R ∈

R

R

´

REPL

SUBTERM

DOWN

SUBTERM

SUBST

REPL COMP

CONTEXT REPL

SUBST SUBST

DECOMP DOWN+SUBTERM v s

γ

iii γ

γ

v t

u.w O t w O t O σ l w O l

w O l l x V ar l

γ w O s

u

iii

v v u.w .v l

γ

γ

γ γ

A B γ

t B A B A B A γ t

s u O t

u B A B u A B A

γ

γ

γ γ

γ

DOWN+SUBTERM+COMP+REPL+SUBST

COMP+DECOMP+CONTEXT+REPL

CONTEXT+REPL

DECOMP+COMP+CONTEXT+REPL p ar al lel moves lemma

Se a un SR

T y , tal que

es -orto gonal y tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da. Se an

y dos -multiderivaciones elementales que arr anc an de un mismo t́ ermino

. Entonc es, y son -derivaciones que p arten de y l le-

van al mismo t́ ermino y, p ar a to da o curr encia r e dex , tenemos que

.

Se a un SR

T y , tal que

es -orto gonal y tiene variables -r e emplazantes homo ǵ ene as p or la izquier da. En-

tonc es es -c onfluen te.

rsc

280

de , no hace que deje de ser un redex (debido a la ortogonalidad) e incluso

un -redex (p or ).

3. De acuerdo con ( ), imp onemos que tenga v ariables -reemplazantes ho-

moǵ eneas p or la izquierda y tambí en, de acuerdo con la discusi´ on previa,

Γ . De esta forma, asegura que

es una o currencia reemplazante de . Por otro lado, asegura que

( ). Por , ( ) = ( ( )). Dado que ( ), p or

, ( ). Por tanto, = ( ). Puesto que tiene v ariables

-reemplazantes homog ´ eneas p or la izquierda, se verifica que ( ). Me-

diante , aseguramos que p ermanece siendo reeplazante. Por fin,

asegura la propiedad deseada.

4. T ambi ´ en necesitamos imp oner la ortogonalidad con el fin de justificar ( ). De

no ser as ´ ı, no p o dr ´ ıamos expresar con propiedad como = donde

es una v ariable. Sin embargo, p o demos rela jar este requisito exigiendo simple-

mente la -ortogonalidad del SR T.

Finalmente, puesto que requerimos y , p or la Prop osici´ on 15.2.6,

no es necesario hacer expl ´ ıcita la necesidad de y . De forma an´ aloga,

p o demos emplear en vez de .

Ahora estamos en condiciones de generalizar el a la reescritura

restringida.

Γ

( ) ( )

( )

( ) = ( )

El Lema 15.4.12 establece la confluencia fuerte de . Para concluir la confluencia

de la relaci´ on, p o demos emplear el Lema 2.1.1 y

, para ello, primero deb emos demos-

trar que = . Esto resulta sencillo si imp onemos que Γ .

Entonces obtenemos el siguiente resultado.

Γ

No obstante, este resultado no a ~ nade mucho m´ as a los ya obtenidos para la . La

siguiente prop osici´ on justifica esta afirmaci´ on.

γ

⊥

□

rsc

∪ { }

r sc

Demostraci ´ on

Prop osicí on 15.4.14

DECOMP+COMP+CONTEXT+REPL

15.4. PROPIEDADES DE LA REESCRITURA RESTRINGIDA 281

Γ = Γ

. Inmediata, p or el T eorema 15.3.24 y la Prop osici´ on 15.2.9

Esto parece indicar que el ḿ eto do de demostraci´ on empleado para establecer la con-

fluencia resulta dif ´ ıcilmente adaptable a restricciones de la reescritura distintas de la

.

rsc

rsc

rsc

rsc

T raba jo futuro

Conclusiones y traba jo futuro

El material presentado en esta tesis demuestra que el empleo de relaciones de reducci´ on

definidas a partir de un SR

T mediante restricciones de reemplazamiento sint´ acticas

y , en particular, la reescritura sensible al contexto, constituyen una alternativ a viable

(y m´ as eficaz) a la reescritura sin (o con otro tip o de) restricciones. Se ha demostrado

la p osibilidad de determinar formalmente sus propiedades computacionales haciendo

uso de ḿ eto dos est´ andar o mediante una sencilla generalizaci´ on de ´ estos.

En algunos ambientes computacionales (en particular en programaci´ on funcional,

donde el c´ omputo de v alores constituye el ob jetivo de la ejecuci´ on de un programa,

y en sistemas p erezosos, donde el c´ omputo de formas estables resulta de particular

inteŕ es) la se muestra sem´ anticamente equiv alente a la reescr itura est´ andar. En

otros casos constituye una base adecuada para definir pro cedimientos o estrategias que

p ermitan obtener los resultados deseados con un a juste de control apropiado. Adem´ as,

gracias a su simplicidad, las restricciones sensibles al contexto pueden implementarse

f´ acilmente. El formalismo empleado para su definici´ on y estudio es simple y p ermite

razonar con sencillez acerca de sus propiedades.

Hemos analizado con cierta profundidad las propiedades de la y

, dado que muchas

de las demostraciones de los resultados est´ andar para la reescritura pueden reformu-

larse con relativ a sencillez para acomo dar las p eculiaridades intro ducidas p or la ,

p o demos extraer la conclusi´ on de que su definici´ on a dos niveles, simb´ olico y estructu-

ral, enca ja de forma natural en la teor ´ ıa de reescritura. Por esa misma raz´ on, parece

l´ ogico p ensar que pr´ acticamente cualquier resultado en reescritura es susceptible de

revisi´ on, analizando las rep ercusiones resultantes de la imp osici´ on de restricciones de

reemplazamiento sensibles al contexto.

En particular, un an´ alisis m´ as profundo de las cuestiones y ḿ eto dos relacionados

con la demostraci´ on de la terminaci´ on de la parece deseable, puesto que la mejora

del comp ortamiento resp ect o a la terminaci´ on constituye una de las p otencialida-

des m´ as evidentes de una restricci´ on de la reescritura y la p osibilidad de establecer

283 mo-

dularidad

rsc

r estric ci´ on de la

instanciaci´ on

de instanciaci´ on

rsc

rsc esc

de cr e asingness formalm ente ´ esta resulta de indudable inteŕ es.

Mencionemos algunas de las grandes ´ areas de traba jo en reescritura que no han

sido tratadas aqu ´ ı. En particular, no se ofrece ning ´ un resultado acerca de la

de las propiedades computacionales estudiadas (terminaci´ on, confluencia

y completitud). La mo dularidad se refiere, normalm ente, a combinaciones de SR Ts

distintos para constituir un ´ unico SR

T. En el caso de la tambí en resulta de inteŕ es

considerar la mo dularidad de las propiedades citadas resp ecto a combinaciones de

funciones de reemplazamiento aso ciadas al mismo (o distintos) SR Ts.

En otros temas de investigaci´ on como el estrechamiento y los sistemas de reescri-

tura condicionales p o demos esp erar mayores b eneficios si realizamos un an´ alisis m´ as

profundo acerca de la interacci´ on de ´ estos con las restricciones de reemplazamien-

to sensibles al contexto. En el caso del estrechamiento, una extensi´ on evidente (e

inexplorada) de la idea de restricci´ on de reemplazamiento es la de

que p o dr ´ ıa estar ligada a las (o currencias de) v ariables de los ob jetivos

a ev aluar. La forma m´ as simple de hacer esto ser ´ ıa forzar a que las v ariables situadas

sobre o currencias no reemplazantes del ob jetivo no pudieran instanciarse. Otra p o-

sibilidad ser ´ ıa aso ciar restricciones a los s ´ ımb olos de v ariable, p ero

esta idea parece requerir una definici´ on m´ as compleja del propio concepto de estrecha-

miento controlado p or restricciones sint´ acticas (de reemplazamiento/instanciaci´ on).

T ambi ´ en, dadas las buenas propiedades de la relativ as a la mejora de la termina-

ci´ on, parece prometedora la combinaci´ on de la y el en un marco an´ alogo al

del estrechamiento con normalizaci´ on o simplificaci´ on previa.

En el caso de los SR

Ts condicionales, cab e explorar la p osibilidad de mejorar

las cuestiones de decidibilidad involucradas en los c´ omputos con dichos sistemas al

incluir las restricciones de reemplazamiento (de forma similar a como la terminaci´ on

resulta mejorada al imp oner ´ estas). Esto parece particularmente interesante en el caso

de SR

TCs con v ariables extra donde la condici´ on suficiente usual de

[DO90] no resulta f´ acilmente aplicable.

T ambí en resultar ´ ıa de inteŕ es estudiar las propiedades del estrechamiento sensible

al contexto para SR

TCs.

En el ´ ambito de la ev aluaci´ on parcial de programas l´ ogico-funcionales [AFV98,

AFV98b, AFJV97, AHL

V98b], la no ci´ on de argumento redundante de un s ´ ımb olo de

funci´ on resp ecto a una sem´ antica de reescr itura o estrechamiento [AHL

V98] puede

considerarse, desde el punto de vista computacional, como un caso extremo de ar-

gumento no reemplazante. Aunque amb os conceptos difieren en la fundamentaci´ on

sem´ antica subyacente (de car´ acter m´ as op eracional en el caso de las restricciones de

reemplazamiento estudiadas en esta tesis), el tratamiento formal, en amb os casos,

presenta similitudes evidentes que sugieren la existencia de conexiones m´ as profundas

dignas de un an´ alisis detallado.

284

Finalmente, p ensamos que merece la p ena profundizar en el desarrollo de la no ci´ on

de restricci´ on de reemplazamiento en general (Cap ´ ıtulo 15) y en el desarrollo ulterior

del marco l´ ogico-algebraico presentado. Por ejemplo, la aplicaci´ on de dicho marco a

estrategias de reescr itura tradicionales p ermitir ´ ıa disp oner de un ´ algebra de estrategias

cuyas propiedades p o dr ´ ıan determinarse a partir de los constituyentes de las mismas

y de las op eraciones involucradas en su descrip ci´ on.

285

Bibliograf ´ ıa

Pr o c. of the 21st Annual ACM Symp osium on Principles of Pr o gr am-

ming L anguages, POPL’94

Pr o c. of the ACM SIGPLAN Con-

fer enc e on Partial Evaluation and Semantics-Base d Pr o gr am Manipu-

lation, PEPM’97

ACM T r ansactions on Pr o gr amming L anguages

and Systems

ACM Computing Surveys

Pr o c.

of 7th International Confer enc e on the The ory and Pr actic e of Soft-

war e Development, T

APSOFT’97

Pr o c. of 4th International Symp osium on L o gic Pr o gr am-

ming

[AEH94] S. Antoy R. Echahed, and M. Hanus. A needed narrowing strategy

. In

, pages 268-279, ACM Press, 1994.

[AFJV97] M. Alpuente, M. F alaschi, P

. Juli´ an, and G. Vidal. Sp ecialization of

Lazy F unctional Logic Programs.

, Sigplan Notices, 32(12):151-162, ACM Press, 1997.

[AFV98] M. Alpuente, M. F alaschi, and G. Vidal. Partial Ev aluation of F unctio-

nal Logic Programs.

, 1998, to app ear.

[AFV98b] M. Alpuente, M. F alaschi, and G. Vidal. A Unifying View of F unctional

and Logic Program Sp ecialization. , 1998, to

app ear.

[AG97] T. Arts and J. Giesl. Automatically Proving T ermination Where Sim-

plification Orderings F ail. In M. Bidoit and M. Dauchet, editors,

, LNCS 1214, Springer-V erlag, Ber-

lin, 1997.

[AHL

V98] M. Alpuente, M. Hanus, S. Lucas, and G. Vidal. Redundancy Analyses

in Narrowing and Rewriting. In preparation, 1998.

[AHL

V98b] M. Alpuente, M. Hanus, S. Lucas, and G. Vidal. Sp ecialization of F unc-

tional Logic Programs Based on Needed Narrowing. In preparation,

1998.

[ALN87] H. A ¨ ıt-Kaci, P

. Lincoln, and R. Nasr. Le F un: Logic, equations and

F unctions. In

, pages 17-23, IEEE Press, 1987.

287

BIBLIOGRAF ´ ıA

The o-

r etic al Computer Scienc e

F undamenta Informatic ae

Pr o c.

of 3r d International Confer enc e on Algebr aic and L o gic Pr o gr amming,

ALP’92

Pr o c. of 21st International Col lo quium

on T r e es in Algebr a and Pr o gr amming, CAAP’96

Journal of the ACM

Pr o c. of 2nd Con-

fer enc e on Par al lel Ar chite ctur es and L anguages Eur op e, P

ARLE’87

Pr o c. of 3r d In-

ternational Workshop on Static Analysis, WSA’93

Journal of Computer and System Scienc es

288

[AM96] S. Antoy and A. Middeldorp. A Sequential Reduction Strategy .

165:75-95, 1996.

[AN80] A. Arnold and M. Niv at. The metric space of infinite trees. Algebraic

and top ological prop erties. 4:445-476, 1980.

[Ant92] S. Antoy

. Definitional T rees. In H. Kirchner and G. Levi, editors,

, LNCS 632:143-157, Springer-V erlag, Berlin, 1992.

[Art96] T. Arts. T ermination by absence of infinite chains of dep endenc y

pairs. In H. Kirchner, editor,

, LNCS 1059:196-210,

Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[BCG75] A. Bigard , M. Crestey et J. Grappy

. Probl̀ emes d’alg̀ ebre ǵ eń erale. Du-

no d, Paris. V ersi´ on espa ~ nola: Problemas de ´ algebra general. Revert́ e,

1975.

[BD94] L. Bachmair and N. Dershowitz. Equational Inference, canonical pro ofs

and pro of orderings. 41(2):236-276, 1994.

[BEGKPS87] H.P

. Barendregt, M.C.J.D. v an Eekelen, J.R.W. Glauert, J.R. Kenna-

way , M.J. Plasmeijer, and M.R. Sleep. T erm Graph Rewriting. In J.W.

de Bakker, A.J. Nijman, and P

.C. T releaven, editors,

LNCS 259:141-158, Springer-V erlag, Berlin, 1987.

[Ben92] P

.N. Benton. Strictness Analysis of Lazy F unctional Programs. PhD

Thesis, University of Cambridge Computer Lab oratory

, 1992.

[BEØ93] D. Bert, R. Echahed, and B.M. Østvold. Abstract Rewriting. In P .

Cousot, M. F alaschi, G. File, and A. Rauzy

, editors,

LNCS 724:178-192,

Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[BK86] J.A. Begstra and J.W. Klop. Conditional Rewrite Rules: Confluence

and T ermination. 32:323-

362, 1986.

[BKLOS93] M. Bidoit, H.-J. Kreowski, P

. Lescanne, F. Orejas, and D. Sannella,

editors. Algebraic System Sp ecificacion and Development. A Survey

and Annotated Bibliography

. LNCS 501, Springer-V erlag, Berlin, 1993.

BIBLIOGRAF ´ ıA

Pr o c. of 12th Inter-

national Col lo quium on T r e es in Algebr a and Pr o gr amming, CAAP’87

Journal of Computer and

System Scienc es

4th e di-

tion

Algebr aic Metho ds in Semantics

Pr o c. of the F unctional Pr o gr amming L anguages and Computer

Ar chite ctur e Confer enc e

10th Annual IEEE Symp osium on L o gic in Computer Scienc e,

LICS’95

F undamenta Informa-

tic ae

The or etic al

Computer Scienc e

Handb o ok of The or etic al Computer Scienc e

F unctional Pr o gr amming and Com-

puter Ar chite ctur e

289

[BL87] F. Bellegarde and P

. Lescanne. T ransformation ordering. In H. Ehrig,

R. Kowalski, G. Levi, and U. Montanari, editors,

,

LNCS 249:69-80, Springer-V erlag, Berlin, 1987.

[Blo76] S.L. Blo om. V arieties of Ordered Algebras.

, 13:200-212, 1976.

[BM77] G. Birkhoff and S. MacLane. A Survey of Mo dern Algebra (

). Macmillan Publishing Co., Inc., New Y ork, 1977.

[Bou85] G. Boudol. Computational semantics of term rewriting systems. In M.

Niv at and J. Reynolds, editors, , pages

169-236, Cambridge University Press, Cambridge, 1985.

[Bur87] G.L. Burn. Ev aluation T ransformers - A Mo del for the Parallel Ev a-

luation of F unctional Languages (Extended Abstract). In G. Kahn,

editor,

, LNCS 274:446-470, Springer-V erlag, Berlin,

1987.

[Bur91] G.L. Burn. Lazy F unctional Languages: Abstract Interpretation and

Compilation. Pitman, London and The MIT Press, Cambridge, MA,

1991.

[Com95] H. Comon. Sequentiality

, Second Order Monadic Logic and T ree Auto-

mata. In

, pages 508-517, IEEE Computer So ciety Press, 1995.

[Cou80] B. Courcelle. Completions of ordered magmas.

3(1):105-116, 1980.

[Cou83] B. Courcelle. F undamental Prop erties of Infinite T rees.

25:95-169, 1983.

[Cou90] B. Courcelle. Recursive Applicative Program Schemes. In J. v an Leeu-

wen, editor, , pages 459-492,

Elsevier, 1990.

[CP85] C. Clack and S.L. Peyton-Jones. Strictness analysis – a practical ap-

proach. In J.-P

. Jouannaud, editor,

, LNCS 201:35-39, Springer-V erlag, Berlin, 1985.

[Dav92] A.J.T. Davie. An Intro duction to F unctional Programming Systems

Using Haskell. Cambridge University Press, Cambridge, 1992.

´

The or etic al Com-

puter Scienc e

Journal of Symb olic Com-

putation

Pr o c. of F unctional Pr o gr amming, Concurr ency, Simulation and Au-

tomate d R e asoning

The or etic al Com-

puter Scienc e

Handb o ok of The or etic al Computer Scienc e

The or etic al Computer Scienc e

Communic ations of the ACM

Pr o c.

of 14th International Confer enc e on Automate d De duction, CADE’97

The or etic al Computer Scienc e

Pr o c. of 9th

International Confer enc e on Automate d De duction, CADE’88

Pr o c. of

1st International Workshop on Conditional T erm R ewriting Systems,

CTRS’87

290

[DD76] P

. Dubreil et M.L. Dubreil-Jacotin. Le¸ cons d’alg̀ ebre mo derne. Duno d,

Paris, 1961. V ersi´ on espa ~ nola: Lecciones de ´ algebra mo derna. Revert́ e,

Barcelona, 1976.

[Der82] N. Dershowitz. Orderings for term rewriting systems.

17:279-301, 1982.

[Der87] N. Dershowitz. T ermination of rewriting.

, 3:69-115, 1987.

[Der93] N. Dershowitz. A T aste of Rewrite Systems. In P

.E. Lauer, editor,

, LNCS 693:199-228, Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[DH95] N. Dershowitz and C. Ho ot. Natural T ermination.

142(2):179-207, 1995.

[DJ90] N. Dershowitz and J.-P

. Jouannaud. Rewrite Systems. In J. v an Le-

euwen, editor, , volume B:

F ormal Mo dels and Semantics, pages 243-320. Elsevier, Amsterdam

and The MIT Press, Cambridge, MA, 1990.

[DKP91] N. Dershowitz, S. Kaplan, and D. Plaisted. Rewrite, rewrite, rewrite,

rewrite, rewrite. 83:71-96, 1991.

[DM79] N. Dershowitz and Z. Manna. Proving T ermination with Multisets

Orderings. 22(8):465-476, 1979.

[DM97] I. Durand and A. Middeldorp. Decidable Call by Need Computations

in T erm Rewriting (Extended Abstract). In W. McCune, editor,

,

LNAI 1249:4-18, Springer-V erlag, Berlin, 1997.

[DO90] N. Dershowitz and M. Ok ada. A rationale for conditional equational

programming. 75:111-138, 1990.

[DOS88] N. Dershowitz, M. Ok ada, and G. Siv akumar. Canonical conditional

rewrite systems. In E. Lusk and R. Overb eek, editors

, LNCS

310:538-549, Springer-V erlag, Berlin, 1988.

[DOS88b] N. Dershowitz, M. Ok ada, and G. Siv akumar. Confluence of conditional

rewrite systems. In S. Kaplan and J.-P

. Jouannaud, editors,

, LNCS 308:31-44, Springer-V erlag, Berlin, 1988.

´

Machine Intel ligenc e

Pr o c. of 1st Interna-

tional Workshop on Conditional T erm R ewriting Systems, CTRS’87

Information Pr o c essing L etters

Pr o c. of 2nd

Annual IEEE Symp osium on L o gic in Computer Scienc e, LICS’87

Journal of Symb olic Computation

T e chnic al r ep ort

EA TCS Mono gr aphs on The or etic al Computer Scienc e

Gr aph R e duction. Pr o c e e dings of a Workshop

Pr o c.

of 4th Workshop on Automate d De duction

291

[DP88] N. Dershowitz and D.A. Plaisted. Equational Programming. In J.E.

Hayes, D. Michie, and J. Richards, editors, , 11:21-

56. Clarendon Press, Oxford, 1988.

[DS87] N. Dershowitz and G. Siv akumar. Solving Goals in Equational Langua-

ges. In S. Kaplan and J.-P

. Jouannaud, editors

,

LNCS 308:45-55, Springer-V erlag, Berlin, 1988.

[DS93] I. Durand and B. Salinier. Constructor equiv alent term rewriting sys-

tems. , 47:131-137, 1993.

[DS96] F.R. Drake and D. Singh. Intermediate set theory

. John Wiley & sons,

New Y ork, 1996.

[DTHL87] M. Dauchet, S. Tison, T. Heuillard, and P

. Lescanne. Decidability

of Confluence for Ground T erm Rewriting Systems. In

,

pages 353-359, IEEE Computer So ciety Press, 1987.

[Dur94] I. Durand. Bounded, Strongly Sequential and F orward-Branching

T erm Rewriting Systems. , 18:319-

352, 1994.

[Dur95] I. Durand. Deciding strong sequentiality for orthogonal term rewriting

systems is co-np. , 1090-95, LaBri, 1995.

[EM85] H. Ehrig and B. Mahr. F undamentals of Algebraic Sp ecification.

volume 6 of .

Springer-V erlag, Berlin, 1985.

[ENPS92] M.C.J.D. v an Eekelen, E.G.J.M.H. N¨ ocker, M.J. Plasmeijer, and

J.E.W. Smetsers. Concurrent Clean. Language Manual - V ersion 0.8.

T echnical Rep ort 92-18, University of Nijmegen, 1991.

[EP87] M.C.J.D. v an Eekelen and M.J. Plasmeijer. Sp ecification of Reduction

Strategies in T erm Rewriting Systems. In J.H. F asel and R.M. Keller,

editors, , LNCS 279:215-

239. Springer-V erlag, Berlin, 1987.

[F ay79] M.J. F ay . First-order Unification in an Equational Theory

. In

, pages 161-167, Academic

Press, 1979.

CAFE

´

Confer enc e R e c or d of the 12th Annual ACM Symp osium on

Principles of Pr o gr amming L anguages, POPL’85

Pr o c. of 1st Interna-

tional Confer enc e on F ormal Engine ering Metho ds

Pr o c. of 2nd. IEEE Interna-

tional Symp osium on L o gic Pr o gr amming,

Automata, L anguages

and Pr o gr amming

SIAM Journal

of Computing

Gr aph R e duction. Pr o c e e dings of a Workshop

292

[F er95] M.C. F ern´ andez F erreira. T ermination of T erm Rewriting. W ell-

foundedness, T otality and T ransformations. PhD thesis, F aculteit Wis-

kunde en Informatica, Universiteit Utrecht, Novemb er 1995.

[FGJM85] K. F utatsugi, J. Goguen, J.-P

. Jouannaud, and J. Meseguer. Principles

of OBJ2. In

, pages 52-66, ACM

Press, 1985.

[FH88] A.J. Field and P

.G. Harrison. F unctional Programming. Addison-

W esley Publishing Company

, Reading, MA, 1988.

[FN97] K. F utatsugi and A. Nak agawa. An Overview of Sp ecification

Environment – An algebraic approach for creating, verifying, and main-

taining formal sp ecification over networks –. In

, 1997.

[FR98] M.C.F. F erreira and A. Rib eiro. Context-Sensitive AC-rewriting.

Draft, 1998.

[F ri85] L. F rib ourg. SLOG: a logic programming language interpreter based

on clausal sup erp osition and rewriting. In

, pages 172-185, IEEE Press,

1985.

[FW76] D.P . F riedman and D.S. Wise. CONS should not ev aluate its argu-

ments. In S. Michaelson and R. Milner, editors,

, pages 257-284, Edinburgh University Press, 1976.

[Gar98] J.J. Garc ´ ıa Guaita. Utilizaci´ on de la reescr itura sensible al contexto

en programaci´ on. Universidad Polit́ ecnica de V alencia, F acultad de

Inform´ atica, Proyecto Fin de Carrera, 1998.

[GHKLMS80] G. Gierz, K.H. Hofmann, K. Keimel, J.D. Lawson, M. Mislove, and

D.S. Scott. A Comp endium of Continous Lattices. Springer-V erlag,

Berlin, 1980.

[GKM83] J.V. Guttag, D. Kapur, and D.R. Musser. On proving uniform termi-

nation and restricted termination of rewriting systems.

, 12(1):189-214, 1983.

[GKM87] J. Goguen, C. Kirchner, and J. Meseguer. Concurrent T erm Rewri-

ting as a Mo del of Computation. In J.H. F asel and R.M. Keller, edi-

tors, , LNCS 279:53-93,

Springer-V erlag, Berlin, 1987.

∗

´

Journal of Computer and System

Scienc es

Curr ent T r ends in Pr o gr amming

Metho dolo gy, vol. IV: data structuring

Pr o c. of 3r d International Workshop on

Conditional T erm R ewriting Systems, CTRS’92

Applic ations of Algebr aic Sp e cific ations Using OBJ

Journal of L o gic Pr o gr amming

Journal of L o gic Pr o-

gr amming

Pr o c. of the 12th International Confer enc e on L o gic Pr o gr amming,

ICLP’95

Pr o c. of the 1995 International

Symp osium on L o gic Pr o gr amming, ILPS’95

Journal of Computer

L anguages

293

[GLMP91] E. Giov anneti, G. Levi, C. Moiso, and C. Palamidessi. Kernel LEAF:

A Logic plus F unctional Language.

42(2):139-185, 1991.

[Gra96] B. Gramlich. T ermination and Confluence Prop erties of Structured

Rewrite Systems. PhD thesis, F achb ereich Informatik, Universit¨ at Kai-

serlautern, January 1996.

[GTW78] J.A. Goguen, J.W. Thatcher, and E.G. W agner. An Initial Algebra Ap-

proach to the Sp ecification, Correctness, and Implementation of Abs-

tract Data Typ es. In R.T. Y eh, editor,

, pages 80-149, Prentice-Hall,

Englewo o d Cliffs, NJ, 1978.

[Gue81] I. Guessarian. Algebraic Semantics. LNCS 99, Springer-V erlag, Berlin,

1981.

[GW92] H. Ganzinger and U. W aldmann. T ermination Pro ofs of W ell-Mo ded

Logic Programs via Conditional Rewrite Systems. In M. Rusinowit-

ch and J.L. Ŕ emy , editors,

, LNCS 656:430-437,

Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[GWMFJ93] J.A. Goguen, T. Winkler, J. Meseguer, K. F utatsugi, and J.-P

. Jouan-

naud. Intro ducig OBJ . In D. Coleman, R. Gallim ore, and J. Goguen,

editors, , 1993.

[Han94] M. Hanus. The integration of functions into logic programming: F rom

theory to practice. 19&20:583-628,

1994.

[Han95] M. Hanus. Analysis of residuating programs.

, 24(3):219-245, 1995.

[Han95b] M. Hanus. On Extra V ariables in (Equational) Logic Programming.

In

, pages 665-679, The MIT Press, Cambridge, MA, 1995.

[Han95c] M. Hanus. F unctional Logic Languages: Combine Search and Efficient

Ev aluation. In J.W. Lloyd, editor,

, pages 625-626, The MIT

Press, Cambridge, MA, 1995.

[Han97] M. Hanus. Lazy Narrowing with Simplification.

, 23(2-4):61-85, 1997.

´

Computational

lo gic: essays in honour of J. Alan R obinson

Information Pr o c essing

L etters

Confer enc e r e c or d

of the 3r d. Annual ACM Symp osium on Principles of Pr o gr amming

L anguages, POPL’76

Confer enc e R e c or d of the 6th Annual ACM

Symp osium on Principles of Pr o gr amming L anguages, POPL’79

Jour-

nal of the ACM

ACM T r ansactions on Pr o gr amming L anguages and Systems

Journal of the ACM

Pr o c. of 5th Confe-

r enc e on Automate d De duction, CADE’80

294

[HL78] G. Huet and D.S. Lankford. On the Uniform Halting Problem for T erm

Rewriting Systems. T echnical Rep ort 283, IRIA Lab oria, LeChesnay ,

F rance, 1978.

[HL79] G. Huet and J.J. Ĺ evy . Call by need computations in nonambiguous

linear term rewriting systems. T echnical Rep ort 359, IRIA Lab oria,

LeChesnay , F rance, 1979.

[HL91] G. Huet and J.J. Ĺ evy . Computations in orthogonal term rewriting

systems I, I I. In J.L. Lassez and G. Plotkin, editors,

, pages 395-414 and 415-

443. The MIT Press, Cambridge, MA, 1991.

[HLM98] M. Hanus, S. Lucas, and A. Middeldorp. Strongly sequential and in-

ductively sequential term rewriting systems.

, 67(1):1-8, 1998.

[HM76] P

. Henderson and J. Morris, Jr. A Lazy Ev aluator. In

, pages 95-103, ACM Press, 1976.

[HO79] C.M. Hoffmann and M.J. O’Donnell. An interpreter generator using

tree pattern matching. In

, pages

169-179, ACM Press, 1979.

[HO82] C.M. Hoffmann and M.J. O’Donnell. Pattern matching in trees.

29(1):68-95, 1982.

[HO82b] C.M. Hoffmann and M.J. O’Donnell. Programming with equations.

4(1):83-

112, 1982.

[H¨ ol89] S. H¨ olldobler. F oundations of Equational Logic Programming. LNAI

353, Springer-V erlag, Berlin, 1989.

[HU79] J.E. Hop croft and J.D. Ullman. Intro duction to automata theory

, lan-

guages, and computation. Addison-W esley Publishing Company

, 1979.

[Hue80] G. Huet. Confluent reductions: abstract prop erties and applications

to term rewriting systems. 27:797-821, 1980.

[Hul80] J.M. Hullot. Canonical F orms and Unification. In

, LNCS 87:318-334, Springer-

V erlag, Berlin, 1980.

´

Con-

fer enc e R e c or d of the 14th Annual ACM Symp osium on Principles of

Pr o gr amming L anguages, POPL’87

Pr o c. of 7th International Confer enc e

on R ewriting T e chniques and Applic ations, R T A’96

Pr o of and Computation

Pr o c. of 4th Workshop on Conditional T erm R ewriting Sys-

tems, CTRS’94

The or etic al Computer

Scienc e

Pr o c. of 6th International Confer enc e

on R ewriting T e chniques and Applic ations, R T A’95

The or etic al Computer Scienc e

Journal of Pur e and Applie d Algebr a

Pr o c.

295

[HW87] C.V. Hall and D.S. Wise. Compiling Strictness into Streams. In

, pages 132-143, ACM Press, 1987.

[Jac96] F. Jacquemard. Decidable approximations to T erm Rewriting Sys-

tems. In H. Ganzinger, editor,

, LNCS 1103:362-

376, Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[Jon92] M.P

. Jones. Intro duction to Gofer 2.20. Oxford Programming Research

Group, 1992.

[Jou94] J.-P

. Jouannaud. Rewrite Pro ofs and Computations. In H. Schwich-

tenb erg, editor, , NA

TO Series F: Computer

and Sciences, 139:173-218, Springer-V erlag, Berlin, 1994.

[JS94] J.-P

. Jouannaud and W. Sadfi. Strong Sequentiality of Left-Linear

Overlapping Rewrite Systems. In N. Dershowitz and N. Lindenstrauss,

editors,

, LNCS 968:235-246, Springer-V erlag, Berlin, 1995.

[KP78] G. Kahn et G. Plotkin. Domains concrets. T echnical Rep ort 336, IRIA

Lab oria, LeChesnay , F rance, 1978.

[KP93] G. Kahn and G. Plotkin. Concrete Domains.

, 121:187-277, 1993.

[KW95] J.F.Th. Kamp erman and H.R. W alters. Lazy Rewriting and Eager

Machinery

. In J. Hsiang, editor,

, LNCS 914:147-

162, Springer-V erlag, Berlin, 1995.

[Kap84] S. Kaplan. Conditional Rewrite Rules.

33:175-193, 1984.

[Kel75] J. Kelley

. General T op ology . v an Nostrand, New Y ork, 1955. V ersi´ on

espa ~ nola: T op olog ´ ıa General. EUDEBA, Buenos Aires, 1975.

[Ken89] R. Kennaway

. Sequential Ev aluation Strategies for Parallel-Or and

Related Reduction Systems. ,

43:31-56, 1989.

[Ken94] R. Kennaway

. A Conflict Between Call-By-Need Computation and

Parallelism. In N. Dershowitz and N. Lindenstrauss, editors,

´

of 4th Workshop on Conditional T erm R ewriting Systems, CTRS’94

Pr o c. of 5th Workshop on Computer Scienc e L o gic, CSL’91

Information and

Computation

Handb o ok of L o gic in Computer Scienc e

Journal of Symb olic Computation

Pr o c.

of 5th International Confer enc e on Algebr aic and L o gic Pr o gr amming,

ALP’96

Pr o c. of ACM Confer enc e on Lisp and F unc-

tional Pr o gr amming, LFP’92

Pr o c. of

International Workshop on Pr o gr amming L anguages Implementation

and L o gic Pr o gr amming, PLILP’88

Journal of F unctional and L o gic Pr o gr amming

Pr o c. of 5th International Symp osium

296

,

LNCS 968:247-261, Springer-V erlag, Berlin, 1994.

[KKS91] M.R.K. Krishna Rao, D. Kapur, and R.K. Shyamasundar. A T rans-

formational Metho dology for Proving T ermination of Logic Programs.

In E. B¨ orger, G. J¨ ager, H. Kleine B ¨ uning, and M.M. Richter, editors,

, LNCS

626:213-226, Springer-V erlag, Berlin, 1992.

[KKSV95] R. Kennaway

, J.W. Klop, M.R. Sleep, and F.-J. de V ries. T ransfinite

reductions in Orthogonal T erm Rewriting Systems.

119(1):18-38, 1995.

[Klo92] J.W. Klop. T erm Rewriting Systems. In S. Abramsky

, D.M. Gabbay ,

and T.S.E. Maibaum. , volume

2, pages 1-116. Oxford University Press, 1992.

[KM91] J.W. Klop and A. Middeldorp. Sequentiality in Orthogonal T erm Re-

writing Systems. 12:161-195, 1991.

[KOV96] R. Kennaway

, V. v an Oostrom, and F.J. de V ries. Meaningless T erms

in Rewriting. In M. Hanus and M. Ro dr ´ ıguez-Artalejo, editors,

, LNCS 1139:254-268, Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[KPRRS92] O. Kaser, S. Pawagi, C.R. Ramakrishnan, I.V. Ramakrishnan, and

R.C. Sek ar. F ast Parallel Implementation of Lazy Languages - The

EQUALS Exp erience. In

, ACM Press, 1992.

[Lal93] R. Lalement. Computation as Logic. Masson, Paris-Prentice Hall

International, London, 1993.

[Lin88] G. Lindstrom. Static Analysis of F unctional Programs with Logical V a-

riables. In P

. Deransart, B. Lorho, and J. Maluszynski, editors,

, LNCS 348:1-19, Springer-V erlag,

Berlin, 1989.

[Llo98] J.W. Lloyd. Programming in an Integrated F unctional and Logic Lan-

guage. , to app ear.

[LLR93] R. Lo ogen, F. L´ op ez-F raguas, and M. Ro dr ´ ıguez Artalejo. A Demand

Driven Computation Strategy for Lazy Narrowing. In M. Bruyno-

oghe and J. Penjam, editors,

´

on Pr o gr amming L anguage Implementation and L o gic Pr o gr amming,

PLILP’93

Pr o c. of XXIII

Seminar on Curr ent T r ends in The ory and Pr actic e of Informatics,

SOFSEM’96

Pr o c. of XXII Seminar on

Curr ent T r ends in The ory and Pr actic e of Informatics, SOFSEM’95

Pr o c. of 8th Internatio-

nal Symp osium on Pr o gr amming L anguages, Implementations, L o gics,

and Pr o gr ams, PLILP’96

Pr o c. of 23r d.

International Col lo quium on Automata, L anguages and Pr o gr amming,

ICALP’96

Pr o c.

of 1997 Joint Confer enc e on De clar ative Pr o gr amming, APPIA-GULP-

PRODE’97

Pr o c. of XXIV Seminar on

Curr ent T r ends in The ory and Pr actic e of Informatics, SOFSEM’97

Pr o c. of 6th Internatio-

nal Confer enc e on Algebr aic and L o gic Pr o gr amming, ALP’97

297

, LNCS 714:184-200, Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[LO96] S. Lucas and J. Oliver. A new prop osal of Concurrent Pro cess Calculus.

In K.G. Jeffery

, J. Kr´ al, and M. Bartˇ osek, editors,

, LNCS 1175:385-392, Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[Luc95] S. Lucas. F undamentals of context-sensitive rewriting. In M. Bartˇ osek,

J. Staudek, and J. Wiedermann, editors,

,

LNCS 1012:405-412, Springer-V erlag, Berlin, 1995.

[Luc96] S. Lucas. Context-Sensitive Computations in Confluent Programs.

In H. Kuchen and S.D. Swierstra, editors,

, LNCS 1140:408-422, Springer-V erlag, Ber-

lin, 1996.

[Luc96b] S. Lucas. T ermination of Context-Sensitive Rewriting by Rewriting.

In F. Meyer auf der Heide and B. Monien, editors,

, LNCS 1099:122-133, Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[Luc96c] S. Lucas. Using replacement restrictions in functional-logic langua-

ges. Fifth Compulog-Network Area Meeting on Language Design and

Semantic Analysis Metho ds. Universit` a degli Studi di Pisa, 1996.

[Luc97] S. Lucas. Computational prop erties of term rewriting with replacement

restrictions. In M. F alaschi, M. Nav arro, and A. Policriti, editors,

, pages 393-404, Universit` a di Udine, 1997.

[Luc97b] S. Lucas. Efficient Strong Sequentiality Using Replacement Restric-

tions. In F. Pl´ a ˇ sil and K. Jeffery

, editors,

,

LNCS 1338:489-496, Springer-V erlag, Berlin, 1997.

[Luc97c] S. Lucas. Needed Reductions with Context-Sensitive Rewriting. In

M. Hanus, J. Heering, and K. Meinke, editors,

, LNCS

1298:129-143, Springer-V erlag, Berlin, 1997.

´

Pr o c of 9th Internatio-

nal Symp osium on Pr o gr amming L anguages, Implementations, L o gics

and Pr o gr ams, PLILP’97

Journal of F unctional and L o gic Pr o gr amming

Infor-

mation Pr o c essing L etters

Confer enc e R e c or d of the 18th

Annual ACM Symp osium on Principles of Pr o gr amming L anguages,

POPL’90

Pr o c. of 4th International Confe-

r enc e on Algebr aic and L o gic Pr o gr amming, ALP’94

Pr o c. of 5th International Confer enc e

on Algebr aic and L o gic Pr o gr amming, ALP’96

Communic ations of the ACM

History of

Pr o gr amming L anguages

Applic able Algebr a in Engine ering, Communic ation and Compu-

ting

298

[Luc97d] S. Lucas. T ransformations for Efficient Ev aluations in F unctional Pro-

gramming. In H. Glaser and P

. Hartel, editors,

, LNCS 1292:127-141, Springer-V erlag, Ber-

lin, 1997.

[Luc98] S. Lucas. Context-sensitive computations in functional and functio-

nal logic programs. ,

1998(1), January 1998.

[Luc98b] S. Lucas. Ro ot-neededness and approximations of neededness .

, 67(5):245-254, 1998.

[Man74] Z. Manna. Mathematical Theory of Computation. McGraw-Hill, New

Y ork, 1974.

[Man74b] M.J. Mansfield. Intro duction to T op ology

. Litton Educational Pu-

blishing, Inc, 1963. V ersi´ on espa ~ nola: Intro ducci´ on a la T op olog ´ ıa.

Alham bra, Madrid, 1974.

[Mar90] L. Maranget. Optimal Deriv ations in W eak Lamb da-calculi and in

Orthogonal T erm Rewriting Systems. In

, pages 255-269, ACM Press, 1990.

[Mar94] M. Marchiori. Logic Programs and T erm Rewriting Systems. In G. Levi

and M. Ro dr ´ ıguez-Artalejo, editors,

, LNCS 850:223-

241, Springer-V erlag, Berlin, 1994.

[Mar96] M. Marchiori. Unravelings and Ultra-prop erties. In M. Hanus and

M. Ro dr ´ ıguez-Artalejo, editors,

, LNCS 1039:107-121,

Springer-V erlag, Berlin, 1996.

[McC60] J. McCarthy

. Recursive F unctions of Symb olic Expressions and their

Computations by Machine, Part I. , 3(4),

1960.

[McC78] J. McCarthy

. History of Lisp. In R.L. W exelblat, editor,

, Academic Press, New Y ork, 1978.

[MH94] A. Middeldorp and E. Hamo en. Completeness Results for Basic Narro-

wing.

, 5:213-253, 1994.

π

´

Confer enc e R e c or d of the 24th Annual ACM Symp osium on Principles

of Pr o gr amming L anguages, POPL’97

L o gic and Algebr a of Sp e cific a-

tions

Pr o c. of 5th International Symp osium

on Pr o gr amming L anguage Implementation and L o gic Pr o gr amming,

PLILP’93

Pr o c. of XIX Seminar on Curr ent T r ends in

The ory and Pr actic e of Informatics, SOFSEM’92

A cta Informatic a

Journal of L o gic

Pr o gr amming

Pr o c. of 1997 Joint Confe-

r enc e on De clar ative Pr o gr amming, APPIA-GULP-PRODE’97

Pr o c. of the 4th International

Symp osium on Pr o gr amming

The or etic al Computer Scienc e

Ann. Math.

Sym-

p osia Mathematic a

299

[Mid97] A. Middeldorp. Call by Need Computations to Ro ot-Stable F orm. In

, pages 94-105, ACM Press, 1997.

[Mil91] R. Milner. The p olyadic -calculus: A tutorial. In F.L. Brauer, W

Bauer and H Schwintenb erg, editors,

, Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[MKMWH93] J.J. Moreno-Nav arro, H. Kuchen, J. Mari ~ no, S. Winkler and W. Hans.

Efficient Lazy Narrowing using Demandedness Analysis. In M. Bruy-

no oghe and J. Penjam, editors,

, LNCS 714:167-183, Springer-V erlag, Berlin, 1993.

[MN92] A. Mycroft and A.C. Norman. Optimising Compilation. Part I I: lazy

functional languages. In

, 1992.

[M¨ ol85] B. M¨ oller. On the Algebraic Sp ecification of Infinite Ob jects - Ordered

and Continuous Mo dels of Algebraic Typ es. , 22:537-

578, 1985.

[MR92] J.J. Moreno-Nav arro and M. Ro dr ´ ıguez-Artalejo. Logic programming

with functions and predicates: the language BABEL.

, 12:191-223, 1992.

[MS97] A. Miniussi and R. Strandh. An Efficient Algorithm for Recognizing

the F orward-Branching Class of T erm-Rewriting Systems. In M. F alas-

chi, M. Nav arro, and A. Policriti, editors,

, pages

445-456, Universit` a di Udine, 1997.

[Myc80] A. Mycroft. The theory and practice of transforming call-by-need in-

to call-by-v alue. In B. Robinet, editor,

, LNCS 83:269-281, Springer-V erlag, Ber-

lin, 1980.

[MZ97] A. Middeldorp and H. Zantema. Simple T ermination of Rewrite Sys-

tems. , 175:127-158, 1997.

[New42] M.H.A. Newman. On theories with a combinatorial definition of ‘equi-

v alence’. , 43:223-243, 1942.

[Niv75] M. Niv at. On the Interpretation of Recursive Program Schemes.

, vol. 15, pages 255-281, Academic Press, 1975.

λ

´

Pr o c. of Par al lel Ar chite ctur es and L anguages Eur op e,

P ARLE’91

Pr o c. of 6th International Confer enc e on Algebr aic and L o gic

Pr o gr amming, ALP’97

Pr o c. of 2nd International

Confer enc e on R ewriting T e chniques and Applic ations, R T A’87

Handb o ok of L o gic in Artificial

Intel ligenc e and L o gic Pr o gr amming

Pr o c of 9th

International Symp osium on Pr o gr amming L anguages, Implementa-

tions, L o gics and Pr o gr ams, PLILP’97

The or etic al Computer Scienc e

SIAM Journal of

Computing

300

[NSEP92] E.G.J.M.H. N¨ ocker, J.E.W. Smetsers, M.C.J.D. v an Eekelen, and M.J.

Plasmeijer. Concurrent Clean. In E.H.L. Aarts, J. Leeuwen, and M.

Rem, editors,

, LNCS 506:202-219, Springer-V erlag, Berlin, 1991.

[NWE97] N. Nedjah, C.D. W alter, and S.E. Elridge. Optimal Left-to-Right

Pattern-Matching Automata. In M. Hanus, J. Heering, and K. Meinke,

editors,

, LNCS 1298:273-286, Springer-V erlag, Berlin,

1997.

[O’D77] M.J. O’Donnell. Computing in Systems Describ ed by Equations. LNCS

58, Springer-V erlag, Berlin, 1977.

[O’D85] M.J. O’Donnell. Equational Logic as a Programming Language. The

MIT Press, Cambridge, MA, 1985.

[O’D87] M.J. O’Donnell. T erm Rewriting Implementation of Equational Lo-

gic Programming. In P

. Lescanne, editor,

, LNCS

256:1-12, Springer-V erlag, Berlin, 1987.

[O’D95] M.J. O’Donnell. Equational Logic Programming. In C.J. Hogger, D.M.

Gabbay

, and J.A. Robinson, editors,

, volume 4, chapter 3. Oxford Uni-

versity Press, 1995.

[OF97] K. Ogata and K. F utatsugi. Implementation of T erm Rewritings with

the Ev aluation Strategy

. In H. Glaser and P

. Hartel, editors,

, LNCS 1292:225-239, Springer-

V erlag, Berlin, 1997.

[Oli96] J. Oliver. Extensi´ on del -c´ alculo para la Mo delizaci´ on de Pro cesos

Concurrentes. PhD thesis, Departamento de Sistemas Inform´ aticos y

Computaci´ on, Universidad Polit́ ecnica de V alencia, Septiembre 1996.

[Oya87] M. Oyamaguchi. The Church-Rosser prop erty for ground term rewri-

ting systems is decidable. , 49(1):43-79,

1987.

[Oya93] M. Oyamaguchi. NV-Sequentiality: a decidable condition for call-

by-need computations in term-rewriting systems.

, 22(1):114-135, 1993.

´

Y ale University, Dep artment of Computer Scienc e

Handb o ok of L o gic in Artificial

Intel ligenc e and L o gic Pr o gr amming

Pr o c. of IEEE International Symp osium on L o gic Pr o-

gr amming

Pr o c. of the 1995 International Symp o-

sium on L o gic Pr o gr amming, ILPS’95

Pr o c. of the 1995 International Symp osium on

L o gic Pr o gr amming, ILPS’95

Journal of the ACM

Journal of L o gic Pr o gr amming

301

[PE93] R. Plasmeijer and M. v an Eekelen. F unctional Programming and Pa-

rallel Graph Rewriting. Addison-W esley

, Reading, MA, 1993.

[Pey87] S.L. Peyton-Jones. The Implementation of F unctional Programming

Languages. Prentice-Hall International, London, 1987.

[PH97] J. Peterson and K. Hammond, editors. Rep ort on the Programming

Language Haskell. A Non-strict, Purely F unctional Language. V ersion

1.4. T ech Rep ort,

April 1997.

[Pla94] D. Plaisted. Equational Reasoning and Term Rewriting Systems. In

D. Gabbay and J. Siekmann, editors,

, Oxford University Press, volume

1, 1994.

[Rea93] C. Reade. Elements of F unctional Programming. Addison-W esley ,

Reading, MA, 1993.

[Red85] U.S. Reddy

. Narrowing as the Op erational Semantics of F unctional

Languages. In

, pages 138-151, IEEE Computer So ciety Press, 1985.

[Red95] U.S. Reddy

. Bridging the gap b etween logic and functional program-

ming. In J.W. Lloyd, editor,

, pages 627-628, The MIT Press,

Cambridge, MA, 1995.

[Ro d95] M. Ro dr ´ ıguez-Artalejo. The Challenge of Declarative Programming.

In J.W. Lloyd, editor,

, pages 629-630, The MIT Press, Cam-

bridge, MA, 1995.

[Ros73] B.K. Rosen. T ree manipulating systems and Church-Rosser Theorems.

, 20(1):160-187, January 1973.

[Roy94] P . v an Roy

. 1983-1993: The wonder years of sequential Prolog imple-

mentation. , 19& 20:385-441, 1994.

[RS84] F. Reinhardt und H. So eder. DTV - Atlas zur Mathematik - Band 1

- Grundlagen, Algebra und Geometrie. Deutscher T aschenbuch V er-

lag GmbH & Co. KG. M ¨ unchen, 1974. V ersi´ on espa ~ nola: Atlas de

Matem´ aticas, 1. F undamentos, ´ algebra y geometr ´ ıa. Alianza Editorial,

Madrid, 1984.

´

Pr o c. of International Col lo quium on Auto-

mata, L anguages and Pr o gr amming, ICALP’82

Journal of the ACM

Pr o c. of 6th International Confer enc e on R ewriting

T e chniques and Applic ations, R T A’95

Pr o c. of 3r d. International

Confer enc e on R ewriting T e chniques and Applic ations, R T A’89

Confer enc e R e c or d of the 16th Annual

ACM Symp osium on Principles of Pr o gr amming L anguages, POPL’89

302

[Rus86] M. Rusinowitch. Demonstration automatique par des techniques de

ŕ é ecriture. PhD thesis, Nancy

, Octob er, 1987.

[Sal95] B. Salinier. Simulation de syst̀ emes de ŕ é ecriture de termes par des

syst̀ emes constructeur s. PhD thesis, Bourdeaux, Decemb er 1995.

[Sco70] D. Scott. Outline of a Mathematical Theory of Computation. T echni-

cal Monograph PRG-2, Novemb er 1970, Oxford University Computing

Lab oratory

, 1970.

[Sco82] D. Scott. Domains for Denotational Semantics. In M. Nielsen and

E.M. Schmidt, editors,

, LNCS 140:577-613,

Springer-V erlag, Berlin, 1982.

[She94] D.J. Sherman. Run-time and compile-tim e improvements to equational

programs. PhD thesis, Department of Computer Science, The Univer-

sity of Chicago, June 1994.

[Sla74] J.R. Slagle. Automated theorem-proving for theories with simplifiers,

comm utativity

, and asso ciativity

. , 21(4):622-642,

1974.

[SLG94] V. Stoltenb erg-Hansen, I. Lindstr¨ om, and E.R. Griffor. Mathematical

Theory of Domains. Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

[SMI95] T. Suzuki, A. Middeldorp, and T. Ida. Level-Confluence of Conditio-

nal Rewrite Systems with Extra V ariables in Right-Hand Sides. In

J. Hsiang, editor,

, LNCS 914:179-193, Springer-

V erlag, Berlin, 1995.

[Smu71] R. Smullyan. Theory of Formal Systems. Princeton University Press,

N.J., 1971. Revised Edition.

[SPR89] R.C. Sek ar, S. Pawagi and I.V. Ramakrishnan. T ransforming Stron-

gly Sequential Rewrite Systems with Constructors for Efficient Pa-

rallel Execution. In N. Dershowitz, editor,

, LNCS

355:404-418, Springer-V erlag, Berlin, 1989.

[SPR90] R.C. Sek ar, S. Pawagi and I.V. Ramakrishnan. Small Domains Sp ell

F ast Strictness Analysis. In

,

pages 169-183, ACM Press, 1990.

´

Information and Computation

SIAM Journal on Computing

Pr o c. of 3r d International

Confer enc e on R ewriting T e chniques and Applic ations, R T A’89

Information Pr o c essing L etters

Information and Computation

Pr o c. of 7th Annual IEEE Symp osium on L o gic in Com-

puter Scienc e, LICS’92

T erm Gr aph

R ewriting - The ory and Pr actic e

Journal of Computer and System Scienc es

Abstr act Interpr etation of De clar ative L anguages

303

[SR93] R.C. Sek ar and I.V. Ramakrishnan. Programming in Equational Logic:

Beyond Strong Sequentiality

. 104:78-

109, 1993.

[SRR95] R. Sek ar, R.C. Ramesh, and I.V. Ramakrishnan. Adaptative Pattern-

Matching. , 24(5):1207-1234, 1995.

[Str88] R. Strandh. Compiling Equational Programs into Efficient Machine

Co de. PhD thesis, Johns Hopkins University

, Baltimore, Maryland,

1988.

[Str89] R. Strandh. Classes of Equational Programs that Compile into Efficient

Machine Co de. In N. Dershowitz, editor,

, LNCS

355:449-461, Springer-V erlag, Berlin, 1989.

[Tha85] S. Thatte. On The Corresp ondence Between Two Classes of Reduction

Systems. , 20:83-85, 1985.

[Tha87] S. Thatte. A Refinement of Strong Sequentiality for T erm Rewriting

with Constructors. , 72:46-65, 1987.

[T oy92] Y. T oyama. Strong Sequentiality of Left-Linear Overlapping Rewrite

Systems. In

, pages 274-284, IEEE Computer So ciety Press,

1992.

[TSEP93] Y. T oyama, S. Smetsers, M.C.J.D. v an Eekelen and R. Plasmeijer. The

F unctional Strategy and T ransitive T erm Rewriting Systems. In M.R.

Sleep, M.J. Plasmeijer and M.C.J.D. v an Eekelen, editors,

, pages 117-129, John Wiley & sons,

1993.

[V ui74] J. V uillemin. Correct and optimal implementation of recursion in a sim-

ple programming language.

9(3):332-354, 1974.

[W ad87] P . W adler. Strictness Analysis on Non-Flat Domains (by Abstract

Interpretation over Finite Domains). In S. Abramsky and C. Hankin,

editors, , pages 266-

275, Ellis Horwo o d Ltd., John Wiley and sons, 1987.

[WH89] P

.H. Winston and B.K.P

. Horn. Lisp. Third Edition. Addison-W esley ,

Reading, MA, 1989.

´

The or etic al Computer Scienc e

Journal of Symb olic Computation

F undamenta Informatic ae

Pr o c. of 8th International Confer enc e on R ewriting T e-

chniques and Applic ations, R T A’97

304

[Wir95] C.P

. Wirth. Syntactic Confluence Criteria for Positive/Negative - Con-

ditional T erm Rewriting Systems. SEKI-Rep ort SR-95-09, Universit¨ at

Kaiserlautern, 1995.

[WWT78] J.B. W right, E.G. W agner, and J.W. Thatcher. A uniform approach to

inductive p osets and inductive closure. ,

7:57-77, 1978.

[Zan94] H. Zantema. T ermination of term rewriting: interpretation and typ e

elimination. 17:33-50, 1994.

[Zan95] H. Zantema. T ermination of T erm Rewriting by Semantic Lab elling.

20:43-60, 1995.

[Zan97] H. Zantema. T ermination of Context-Sensitive Rewriting. In H. Co-

mon, editor,

, LNCS 1232:172-186, Springer-

V erlag, Berlin, 1997.

E

E

´

Indice de Materias

strictness

strictness

c al l-by-name

c al l-by-ne e d cp o ver

esc ver an´ alisis de , 5

anotaciones

de , 5, 61, 191

en reescr itura, 6, 61

globales, 5, 61

lo cales, 61

sint´ acticas, 5

´ arb ol definicional, 165

argumento redundante, 284

aut´ omata finito, 166

cadena, 19

, 59

, 32

computaci´ on segura, 58

confluencia, 105

conjunto

acotado inferiormente, 19

acotado sup eriormente, 19

estrictamente ordenado, 19

ordenado, 19

maximal de un, 19

minimal de un, 19

conjunto co ciente, 18

conjunto necesario de redexes

para la estabilizaci´ on, 37

para la normalizaci´ on, 36

conjuntos, 15

diferencia de, 15

intersecci´ on de, 15

uni´ on de, 15

cono, 19 inverso, 19

contexto, 24

r ´ ıgido, 39

contexto constructor m´ aximo, 194

contexto reemplazante m´ aximo, 51, 222

cota

inferior, 19

sup erior, 19

, orden parcial completo

cubrimiento, 26

deriv aci´ on de reescritura, 25

deriv aci´ on residual, 29

disciplina de constructore s, 27

distancia, 18

entre t́ erminos, 29

ecuaci´ on, 240

elementos compatibles, 19

emparejamiento, 22

, estrechamiento sensible al con-

texto

espacio ḿ etrico, 18

completo, 18

estabilizaci´ on, 27, 225

estrategia

, 63, 97, 141, 182, 229

regular, 63

lo cal, 141

estrategia de reescritura, 2, 31

de normalizaci´ on infinita, 233

descomp osici´ on de una, 33

305 μ

E

μ

R

´

INDICE DE MA

TERIAS

leftmost-innermost

leftmost-outermost

p ar al lel-innermost

p ar al lel-outermost

sc

ver

sc sc ver

306

determinista, 31

estabilizante, 32

implementaci´ on de una, 163

indep endiente del contexto, 34

infinitamente normalizante, 34

infinitamente normalizante y equi-

tativ a, 35

, 144

, 31, 144, 173

monopaso, 31

multipaso, 31

normalizante, 32, 127, 234

paralela, 32

, 144

, 31, 144, 233

secuencial, 32, 122, 127

sin anticipaci´ on, 33

estrategia de reescritura geń erica, 143,

144

de reducci´ on de ´ ındices, 150, 173

estabilizante, 144

estructural, 146, 147

normalizante, 144

restricci´ on de una, 149

estrategia geń erica, estrategia de

reescritura geń erica

estrategia sensible al contexto, 121, 122

de reducci´ on de ´ ındices, 137

descomp osici´ on de una, 122

geń erica, 143, 149

-normalizante, 149

de reducci´ on de ´ ındices, 160

estructural, 149

inducida, 158

implementaci´ on de una, 163

inducida, 159

implementaci´ on de una, 167

-normalizante, 234

estrategias lo cales, 6, 62

p erezosas, 3

estrechamiento, 1, 7, 237, 240

con normalizaci´ on, 284

con simplificaci´ on, 284

restricciones de instanciaci´ on en el,

284

restricciones de reemplazamiento

en el, 238, 284

estrechamiento sensible al contexto, 238

correcci´ on y completitud del, 240

ev aluaci´ on, 2, 187, 189, 194

estricta, 3

impaciente, 3

no estricta, 3

p erezosa, 3

p or reescritura sensible al contex-

to, 189

voraz, 3

ev aluaci´ on parcial, 284

expresi´ on can´ onica, 1

extensi´ on sensible al contexto, 155

extensi´ on , extensi´ on sensible al

contexto

forma

-normal, 63

estable, 2, 27, 219, 220, 222

constructora, 27, 189, 194

fuertemente estable, 2, 38, 222

-normal, 54, 77, 222, 223

normal, 2, 28, 219, 220, 222, 223

en cab eza, 27

normal infinita, 2, 231

-normal, 17

forma can´ onica, 27, 276

funci´ on, 16

biyectiv a (biyecci´ on), 16

continua, 20

estricta, 20 γ

γ

γ

λ μ

μ

μ

μ

μ

´

INDICE DE MA

TERIAS

strictness

index p oint

index tr e e

forwar d br anching matching dag

ver

narr owing ver

307

idemp otente, 16

identidad, 16

inversa, 16

inyectiv a, 16

mon´ otona, 20

parcial, 16

p otencia de una, 16

punto fijo de una, 16

restricci´ on de una, 16

sobreyectiv a, 16

funci´ on de descomp osici´ on, 246

funci´ on de fallo, 166, 167

funci´ on de reemplazamiento, 45

can´ onica, 70

con anotaciones de , 72,

191

de ev aluaci´ on, 189

normal, 247

funci´ on de selecci´ on, 146

ejemplo de, 147

funci´ on de transferencia, 166

-confluencia, 275, 278

-reesc ritura, 252

-terminaci´ on, 275

hueco, 24

igualdad estricta, 241

, 166

, 165–167, 180

, 165, 180

´ ındice

fuertemente secuencial, 40, 128

secuencial, 40, 128

transitivo, 254

´ ınfimo, 19

-c´ alculo, 59

lengua jes de programaci´ on

algebraicos, 1, 6, 62 ecuacionales, 1

funcionales, 1

p erezosos, 5, 61

imp erativos, 145

l´ ogico-funcionales, 1, 7, 237

l´ ogicos, 1, 145, 237

l ´ ımite, 18

ḿ etrica, 18

compleci´ on, 18

, 164, 165, 167

maximal, 19

m´ aximo, 19

mecanismo de reescritura, reescri-

tura, mecanismo de

minimal, 19

m ´ ınimo, 19

mo dularidad, 284

-confluencia, 106, 115

-contracci´ on

de sistemas de reescritura, 89

funci´ on de, 87

-deriv aci´ on, 53

-reescr itura, 52

-terminaci´ on, 84, 232

demostraci´ on de la, 94

multideriv aci´ on, 28

elemental, 28

, estrechamiento

normalizaci´ on, 225

infinita, 232

o currencia, 21

reemplazante, 48

Ω-reducci´ on, 37

Ω-t́ ermino, 21

op eraci´ on, 27

op erador de cierre, 20

orden, 19

bien fundado, 19 μ μ

μ

π

´

p ar al lel moves lemma

norm

ver r csc ver

r e cursive p ath or dering

str ongly r o ot-ne e de d

308

parcial, 19

parcial completo, 19

total, 19

orden sobre funciones de reemplazamien-

to, 46

orden sobre restricciones de reempla-

zamiento, 258

par cr ´ ıtico, 26

convergente, 26

trivial, 26

uniformemente convergente a la ra ´ ız,

42

par -cr ´ ıtico, 107

-convergente, 108

par v´ alido, 149

, 29

y confluencia fuerte, 108, 111

-c´ alculo, 59

precedenc ia, 30

preredex, 25

estricto, 25

pro cedimiento , 225

completitud del, 227

correcci´ on del, 226

pro ceso de reescr itura, reescritura,

mecanismo de

profundidad

de un subt́ ermino, 22

de un paso de reducci´ on condicio-

nal, 245

programaci´ on funcional, 1, 187, 192,

195, 216

programaci´ on l´ ogica, 1

punto de recup erac i´ on, 167

inmediato, 167

punto fijo, 16

t́ ecnicas de, 198

teorema del, 20

, reescritura condicional sensi-

ble al contexto

, 30

redex, 25

esquema de, 25

fuertemente necesario, 40

fuertemente secuencial, 40

necesario

para la estabilizaci´ on, 36

para la normalizaci´ on, 35, 122

reemplazante, 54

, 182

reducci´ on condicional, 60, 116, 229

reducci´ on necesaria, 32

para la estabilizaci´ on, 121

para la normalizaci´ on, 121–123

reducto, 25

reescritura, 1, 25

deriv aci´ on de, 25

infinita, 29, 231

mecanismo de, 66, 163

paralela, 28

p erezosa, 61, 117, 217, 229

regla de, 24

relaci´ on de, 25

restringida, 252

secuencia de, 25

sem´ antica de, 276

reescritura condicional sensible al con-

texto, 245

reescritura sensible al contexto, 3, 4,

52

implementaci´ on de la, 171

y anotaciones sint´ acticas, 6

y estrechamiento, 7, 238

y reescr itura, 70

y sistemas de reescritura condicio-

nales, 7, 245

y teor ´ ıas AC, 7, 249 μ ver sc

rp o ver

rsc ver

´

COMP

CONTEXT

DECOMP

DOWN

REPL

ROOT

SUBST

SUBST

SUBTERM

309

relaci´ on, 17

antisiḿ etrica, 17

cierre de una, 17

confluente, 17

de equiv alencia, 18

de orden, 19

fuertemente confluente, 17

irreflexiv a, 17

lo calmente confluente, 17

reflexiv a, 17

siḿ etrica, 17

terminante, 17

transitiv a, 17

relaciones

comp osici´ on de, 17

homomorfismo entre, 17

renombramiento, 22

residuo, 28

restricci´ on de reemplazamiento

aproximaci´ on de una, 259

aproximaci´ on mediante restriccio-

nes sensibles al contexto, 261,

267, 272

completitud de una, 276

descomp osici´ on de una, 264

propiedades b´ asicas, 253, 256

, 254

, 255

, 254

, 254

, 255

, 253

, 256

, 256

, 254

sensible al contexto, 251, 264

sint´ actica, 2, 3, 5, 251, 252

restricci´ on sensible al contexto, res-

tricci´ on de reemplazamiento sensible al contexto

restricci´ on de una estrategia geń eri-

ca, 149

ret ´ ıculo completo, 19

de funciones de reemplazamiento,

46

de restricciones de reemplazamien-

to, 258

distributivo, 20

, recursive path ordering

, reescritura sensible al contexto

satisfacci´ on condicional, 243, 244

secuenc ia

convergente, 18

de Cauchy

, 18

infinita, 18

l ´ ımite de una, 18

secuenc ia de reducci´ on

finita, 17

infinita, 18

necesaria, 35

secuenc ia de reescritura, 25

equitativ a, 34

estabilizante, 28

fuertemente convergente, 30

infinita, 25, 231

infinitamente normalizante, 30

normalizante, 28

p erp etua, 34

secuenc ialidad, 32

secuenc ialidad fuerte, 41

decidibilidad de la, 41, 128, 153

y contracci´ on de sistemas de rees-

critura, 151, 154

y estabilizaci´ on, 128

y normalizaci´ on, 42

sem´ antica de reescritura, 276

signatura, 20

-contracta, 87

V μ

B

μ

μ

μ μ

μ

´

GR

b ounde d

forwar d br anching FB

SS

LL

LN

OR T

sc

TR ver

ver

ver

ver

strictness

310

s ´ ımb olo

constructor, 27

definido, 27

definido externo, 195, 197, 207

sistema de inferencia, 59

sistema de reescritura, 24

-conserv ativo, 90

b´ asico ( ), 26

basado en constructores , 27

( ), 165

can´ onico, 30, 188

con v ariables extra, 24

con v ariables reemplazantes homog ´ eneas

p or la izquierda, 106, 191

confluente, 30

cuasi ortogonal, 26, 128

d́ ebilmente ortogonal, 26

( ), 165, 180

fuertemente secuencial ( ), 41, 128

infinitamente normalizante, 30

lineal p or la izquierda ( ), 26

-can´ onico, 188

-normal p or la izquierda, 174

no -confuso, 157

no confuso, 157

normal p or la izquierda ( ), 26,

173

normalizante, 28, 224

ortogonal ( ), 26, 122

-b´ asico, 177

secuencial, 127

subyacente, 243

terminante, 30

transitivo ( ), 165

uniformemente convergente a la ra ´ ız,

42

sistema de reescritura condicional, 242

est´ andar, 244

normal, 244, 246 semi ecuacional, 244

SR T, sistema de reescr itura

SR T BC, sistema de reescritura ba-

sado en constructores

SR TC, sistema de reescritura con-

dicional

SR TE, sistema de reescr itura con

v ariables extra

, 58, 72, 191

supremo, 19

sustituci´ on, 22

b´ asica, 22

de emparejamiento, 22

factible, 243

identidad, 22

v ac ´ ıa, 22

t́ ermino, 21

-compatible, 70

b´ asico, 21

constructor, 27

de primer orden, 21

estabilizable, 28

estable, 27

fr´ agil, 39

fuertemente estable, 38

infinito, 29, 57

lineal, 23

-compatible, 67

normalizable, 28

profundidad de un subt́ ermino en

un, 22

r ´ ıgido, 39

reducible, 28

teor ´ ıa AC, 249

teor ´ ıa ecuacional condicional, 242

terminaci´ on, 30, 83

tip os algebraicos, 190, 195

transformaci´ on , 205, 207

correcci´ on y completitud de la, 215 umg ver

´

TERIAS 311

desplegada, 217

tuplas, 16

ultrapropiedad, 246

, unificador m´ as general

unificaci´ on, 22

unificador, 22

m´ as general, 22, 238

v alor, 27

en programaci´ on funcional, 27, 187,

216

infinito, 231